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Introduction
Si la compre´hension et la pre´vision the´orique des diverses de´gradations affectant la tenue des struc-
tures me´caniques en contact constituent des pre´occupations majeures de l’industrie et de la recherche, il
n’en reste pas moins que, malgre´ l’importance des travaux effectue´s, des verrous demeurent sur la voie
qui me`ne a` ces objectifs. Qu’il s’agisse de la fissuration sous ses divers aspects, macroscopiques (par
exemple tache ovale et shelling observe´s dans les rails) ou microscopiques (par exemple squat naissant
dans les rails, micropitting dans les engrenages), ou de l’usure sous toutes ses formes, douces ou se´ve`res,
contre lesquels il est important de se pre´munir, un des enjeux est toujours l’e´tablissement de mode`les
fiables de pre´diction. Or dans la plupart des cas, cette fiabilite´ ne pourrait eˆtre obtenue que par l’utilisa-
tion d’une de´marche globale prenant en compte la gene`se de pie`ces et leur comportement en service. Et
c’est la` que re´sident les obstacles ; il s’agit en somme de retrouver toute l’histoire thermome´canique des
pie`ces par la mode´lisation de leur proce´de´ de fabrication (ge´ne´rateurs des contraintes re´siduelles), le suivi
de l’e´volution de leur e´tat thermome´canique sous les sollicitations variables de service, et d’appliquer les
crite`res d’apparition et de cumul des dommages.
Ainsi, lorsqu’on conside`re les proble`mes des endommagements induits par les contacts entre so-
lides (e´caillage, fretting, fatigue, etc.) l’absence d’une de´marche globale pre´dictive tient essentiellement
a` deux raisons. La premie`re est le manque de me´thodes de calculs rapides et fiables permettant d’e´va-
luer les grandeurs thermome´caniques pertinentes responsables de l’usure ou des autres de´gradations au
voisinage des contacts mobiles et re´pe´te´s. En effet, les me´thodes de calcul classiques incre´mentales y
sont mal adapte´es a` cause du grand nombre de cycles du chargement. La seconde provient des faiblesses
des crite`res destine´s a` e´valuer certains phe´nome`nes d’endommagement sous sollicitations multiaxiales,
comme c’est le cas des e´tats de contraintes induits par les contacts entre solides. Devant la profusion
des propositions de crite`res, un premier tri s’ave`re de´ja` ne´cessaire pour e´liminer ceux e´tablis dans un
contexte particulier et souvent faisant intervenir des parame`tres dont les de´finitions ne sont souvent pas
claires, encore moins intrinse`ques. Il faudrait aussi e´liminer ceux, qui, de formulations complexes, ne
sont pas adapte´s au calcul de structure essentiellement a` cause de couˆt ”computationnel”.
La de´marche que nous de´veloppons vise pre´cise´ment a` surmonter ces deux difficulte´s dans un certain
nombre de cas spe´cifiques. Les axes principaux de recherche qui, naturellement s’en de´gagent, sont :
  la formulation et la mise en œuvre nume´rique d’algorithmes de calcul spe´cifiques pour traiter des
proble`mes importants (faisant essentiellement intervenir des sollicitations mobiles : rail/roue, dud-
geonnage, roulements a` billes, fretting, etc.) difficilement abordables par les me´thodes classiques ;
  la formulation de lois de comportement de mate´riaux en relation avec les structures et les pro-
cessus a` e´tudier : divers degre´s de finesse ou de sophistication sont a` conside´re´s, seuls certains
phe´nome`nes sont a` prendre en compte ; selon qu’il s’agit de mode´liser le soudage (acier), le rochet
plastique dans le rail, le mode`le de comportement serait bien suˆr diffe´rent ;
  la recherche de crite`res d’apparition de de´fauts ;
  la mode´lisation de proce´de´s tels que ceux d’assemblage (soudage, dudgeonnage) ou ceux desti-
ne´s a` introduire des contraintes re´siduelles (galetage, grenaillage, trempe laser, etc.) ; elle s’ave`re
indispensable pour une pre´diction quantitative du comportement a` la fatigue des structures concer-
ne´es.
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Plus pre´cise´ment, notre me´moire est organise´ comme suit.
chapitre 1
Dans le chapitre 1, nous abordons les me´thodes de calcul des structures sous chargements cycliques.
Il s’agit des cas de contacts re´pe´te´s et mobiles sur de grandes distances (exemple du contact rail/roue) et
de ceux de contacts intermittents ou a` faibles de´battements (exemple du contact essieu-axe/roue) . Nous
rappelons les travaux que nous avons effectue´s sur la mise au point de me´thodes permettant d’acce´der
directement et manie`re fiable a` l’e´tat asymptotique de structures thermoe´lastoplastiques sous chargement
cyclique. Ainsi, dans le cas de chargements mobiles et re´pe´titifs, nous avons propose´ l’algorithme de
thermoe´lastoplasticite´ stationnaire. Cette proce´dure nume´rique permet de de´terminer les e´tats thermo-
me´caniques ge´ne´re´s par des sollicitations mobiles et re´pe´te´es. Cette e´valuation peut eˆtre effectue´e cycle
par cycle (Me´thode Stationnaire Passage par Passage) ou directement a` l’e´ventuel e´tat stabilise´ atteint
ge´ne´ralement au bout d’un grand nombre de cycles (Me´thode Stationnaire Directe).
Actuellement, nos travaux sur les algorithmes de calcul des structures thermoe´lastoplastiques en
contacts intermittents ou a` faibles de´battements avec comme application imme´diate le fretting-fatigue.
La me´thode cyclique directe que nous de´veloppons, qui s’apparente a` une proce´dure de recherche de
cycle limite a` grand incre´ment de temps, s’appuie d’une part sur la me´thode LATIN de Ladeve`ze et
d’autre part sur la proprie´te´ de pe´riodicite´ de l’e´tat limite.
Chapitre 2
Le deuxie`me chapitre est consacre´ a` l’e´valuation de l’endommagement induit par les contacts mo-
biles. Dans le cas de la fatigue oligocyclique nous avons utilise´ des crite`res disponibles dans la litte´rature
(essentiellement la loi de Manson-Coffin). En ce qui concerne la fatigue polycyclique, c’est l’approche
multi-e´chelle initie´e par Dang Van qui est de´veloppe´e et applique´e. Les crite`res qui en sont issus eˆtre
identifie´s par des expe´riences simples a` re´aliser, d’une autre nature que des essais de roulement. Nous
pre´sentons une extension de l’approche macro-me´so au cas de la fatigue polycyclique anisotherme et
montrons qu’elle permet d’obtenir des formulations anisothermes cohe´rentes des crite´res de fatigue po-
lycyclique.
Chapitre 3
Les chemins de fer constituent une source inte´ressante de proble`mes des endommagements de contact :
de la fatigue polycyclique s’initiant en profondeur (tache ovale) ou en surface (squat) en passant par la
fatigue oligocyclique (shelling) jusqu’a` l’usure douce ou se´ve`re, re´gulie`re ou ondulatoire, une large pa-
lette d’avaries est rencontre´e. C’est donc naturellement que ce domaine illustre bien l’inte´reˆt des outils
de calcul et des mode`les de fatigue que nous avions mis au point : l’utilisation de la de´marche couplant
calcul stationnaire et crite`res de fatigue permet une e´tude syste´matique de tels proble`mes en apportant
des re´ponses quantitatives.
Chapitre 4
On montre que le proble`me de fretting (endommagements induits par les contacts a` faibles de´batte-
ments peut eˆtre re´solu par l’utilisation d’une de´marche classique de´couple´e consistant en un calcul de
l’e´tat stabilise´ me´canique (par la me´thode cyclique directe) et une pre´vision nume´rique d’endommage-
ment qui est lie´e directement a` la nature de l’e´tat stabilise´. Ainsi la bonne concordance obtenue entre les
simulations nume´riques et les essais dans le cas de la fissuration du fretting indique que celle-ci rele`ve
d’un proble`me de fatigue polycyclique classique.
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Me´thodes de calcul des structures sous
chargements cycliques
1.1 Introduction
1.1.1 Proble´matique
Les zones de contacts entre solides constituent des points singuliers propices a` toutes sortes de de´-
gradations (e´coulements plastiques, fissurations, usure, formations de couches tribologiquement trans-
forme´es). Les sollicitations qui s’y exercent sont mal maıˆtrise´es, variables, intermittentes, au mieux cy-
cliques. Et il est clair que leur mode´lisation est des plus difficiles. Pour cette raison, de nombreuses
e´tudes ont e´te´ entreprises par le passe´ avec des re´sultats dont les porte´es ne sont pas a` la hauteur des
moyens mis en œuvre. Ainsi, dans le cas de l’usure, malgre´ le grand nombre des e´tudes effectue´es, on
ne dispose actuellement d’aucune loi d’usure ve´ritablement pre´dictive et ge´ne´rale ; il en est de meˆme
dans de nombreux autres proble`mes d’endommagement induit par les contacts entre solides (e´caillage,
fretting, etc.).
Comme nous l’avions souligne´, la raison essentielle a` cela est l’absence de me´thodes de calcul ra-
pides et fiables permettant d’e´valuer les grandeurs thermome´caniques pertinentes responsables de l’usure
ou des autres de´gradations (fatigue, endommagements, fissurations, etc.) au voisinage des contacts mo-
biles et re´pe´te´s. Lorsque la structure reste e´lastique, on dispose de solutions analytiques (Hertz, Cerruti,
Boussinesq, Hills-Nowell-Sackfiels [21], ect.). Les limitations de celles-ci sont connues : pas de prises en
compte des ge´ome´tries re´elles (solutions calcule´es sur des demi-espaces) et des contraintes re´siduelles.
En effet dans la plupart des cas, les chargements de contact ge´ne`rent de la plasticite´ lors des premiers
cycles de leur application, ce qui ine´vitablement produit des contraintes re´siduelles influant la tenue en
fatigue.
De meˆme, les me´thodes semi-analytiques de´veloppe´es par K.L. Johnson [5–10] ne permettent de
pre´voir que l’e´tat limite des structures e´lastoplastiques sous chargements mobiles et re´pe´te´s sans pou-
voir acce´der aux champs thermome´caniques locaux (contraintes, de´formations plastiques, etc) qui sont
a` l’origine des de´gradations constate´es. Quant aux me´thodes des ”e´le´ments finis” classiques, elles ne
permettent pas d’atteindre, dans de tels cas, les e´tats limites en de temps raisonnables de calcul. Ceci est
lie´ au traitement incre´mental du chargement qui entraıˆne une grande lourdeur dans les calculs (comme
par exemple ceux de millions de passages de roues sur un rail, lequel est en ge´ne´ral plastifie´ en surface
de`s les premiers passages).
Il existe les me´thodes alternatives. On peut citer la me´thode simplifie´e de Zarka et al. [16], applique´e
au proble`me du roulement par Keer et al. [17–19] mais aussi par Hassine [19], Mayeur [33]. C’est une
me´thode efficace dans le cas du mode`le e´lastoplastique a` e´crouissage cine´matique mais dont l’extension
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au cas de couplage fort, notamment thermome´canique, reste a` faire. Quant a` la me´thode a` grand incre´-
ment de temps de Ladeve`ze [3, 26, 28], une adaptation de la solution propose´e dans [28] aux proble`mes
de contacts mobiles et re´pe´te´s pourrait eˆtre effectue´e. Nous utiliserons plus loin la me´thode a` grand in-
cre´ment de temps combine´e avec la me´thode propose´e par Akel et Nguyen [1] pour traiter les proble`mes
des chargements intermittents.
1.1.2 Me´thodes stationnaires et cycliques directes
Les me´thodes que nous proposons permettent d’acce´der directement et manie`re fiable au re´sultat re-
cherche´ dans le cas de chargements mobiles et re´pe´titifs. Il s’agit de :
 Algorithme de thermoe´lastoplasticite´ stationnaire
Cette proce´dure nume´rique permet d’e´valuer les e´tats thermome´caniques au voisinage des contacts mo-
biles avec ou sans frottement, en re´gime d’adhe´rence totale ou partielle. Par cette fac¸on de faire, il est
possible d’e´valuer les grandeurs thermome´caniques cycle par cycle (Me´thode Stationnaire Passage par
Passage) ou directement a` l’e´ventuel e´tat stabilise´ atteint ge´ne´ralement au bout d’un grand nombre de
cycles (Me´thode Stationnaire Directe). De nombreuses applications a` des proble`mes industriels dont les
solutions par les me´thodes classiques incre´mentales sont quasi-impossibles a` obtenir, ont e´te´ effectue´es.
Graˆce a` ces calculs, en utilisant les crite`res d’endurance sous sollicitations multiaxiales on a pu e´tudier
de manie`re syste´matique des phe´nome`nes tels que le pitting-e´caillage des engrenages, le squat et la tache
ovale dans les rails, et l’e´tablissement des cartes de fatigue. Les traitements de surface tels que le gale-
tage des vilebrequins ou les proce´de´s d’assemblage tels que le dudgeonnage des tubes de ge´ne´rateurs de
vapeur ont pu eˆtre optimise´s.
 Me´thode cyclique directe
La me´thode cyclique directe permet la de´termination directe de l’e´tat asymptotique d’une structure sou-
mise a` un chargement pe´riodique (ge´ne´ral cette fois-ci, alors qu’il e´tait mobile a` vitesse constante dans
le cas stationnaire) en e´vitant un traitement incre´mental du trajet de chargement. Elle est fonde´e sur la
me´thode a` grand incre´ment de temps a` partir d’une proposition de Akel et Nguyen [1]. Nous l’avons
pour l’instant, essentiellement utilise´e lors des e´tudes sur le fretting.
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1.2 Me´thodes stationnaires
1.2.1 Historique
La me´thode stationnaire a initialement e´te´ propose´e par Nguyen & Rahimian [34] pour e´tudier nume´-
riquement le mouvement permanent d’une fissure en milieu e´lastoplastique. Elle a ensuite e´te´ applique´e
a` l’e´tude d’un chargement mobile sur un demi-espace e´lastoplastique par Dang Van et al. [9]. D’autres
de´veloppements, the´oriques (unicite´ de la solution) et nume´riques avec l’utilisation des me´thodes SUGP
(streamline upwind Petrov Galerkin) pour la re´solution du proble`me thermoviscoplastique, ont e´te´ ef-
fectue´s dans ma the`se [1], et dans nos publications qui ont suivi [5, 10, 11, 29]. Avec Akel, Nguyen et
Ouakka akel2,ouakka0, nous avons utilise´ les techniques de de´veloppement en se´ries de Fourier (voir
section 1.4) pour traiter les proble`mes tridimensionnels de structures axisyme´triques soumises a` des
chargements mobiles et non axisyme´triques (comme c’est le cas pour le dudgeonnage) : a` cette occasion
la recherche directe du cycle stabilise´, sans la simulation des passages successifs a e´te´ e´labore´e. Ces
techniques ont ensuite e´te´ applique´es au proble`me du galetage par Hanus at al. [18]. Paralle`lement, en
me´canique des roches la me´thode stationnaire est utilise´e, avec mon encadrement, pour le creusement
des tunnels en milieu e´lasto et visco-plastiques [7, 15] et dans le cadre l’interaction outil/roche lors du
processus de coupe des roches (forage) [14]. Avec Bonnet et Lederer [29], nous l’avons couple´e avec les
e´quations inte´grales dans le but de traiter les proble`mes de contact et de couches minces. Rajoutons pour
finir que cette me´thode est imple´mente´e dans sysweld et Castem2000. Dans ce qui va suivre, je rappelle
le principe de la me´thode ainsi que quelques unes de mes contributions dans son de´veloppement et sa
mise en œuvre.
1.2.2 Rappels sur les principes du mode`le
La me´thode stationnaire permet de de´terminer l’e´tat thermome´canique d’une structure soumise a` un
chargement thermique et/ou me´canique mobile apre`s un nombre fini ou un tre`s grand nombre de passages
du chargement. Elle s’applique lorsque le chargement est stationnaire au cours du temps dans un repe`re
en translation sur un solide prismatique infini, ou en rotation sur un solide immobile. Les principales
hypothe`ses de la mode´lisation sont alors :
 hypothe`se des petites transformations en plasticite´ incre´mentale ;
 hypothe`se du re´gime permanent par rapport au repe`re lie´ au chargement, ce dernier e´tant suppose´
se de´placer a` vitesse constante ;
 hypothe`se de la stationnarite´ de l’e´tat limite signifiant que la re´ponse en contrainte et en de´forma-
tion plastique (en cas de non rochet) est pe´riodique a` l’e´tat stabilise´ de roulement cyclique.
Nous verrons dans ce qui va suivre les conse´quences de ces hypothe`ses sur les e´quations du proble`me
conside´re´.
1.2.3 Principe de la me´thode stationnaire
Une structure prismatique, constitue´e d’un mate´riau e´lastoplastique, est soumise a` un chargement
mobile se de´plac¸ant a` la vitesse
V = V  (Fig. 1.1).
On suppose qu’il y a un re´gime permanent dans le repe`re mobile lie´ au chargement. Ainsi toute
derive´e particulaire d’une grandeur mate´rielle B, devient :

	

 (1.1)
10 CHAPITRE 1. CALCUL DES STRUCTURES SOUS CHARGEMENTS CYCLIQUES
V
x
y
z
Figure 1.1: Type de proble`me conside´re´
1.2.4 E´quations du proble`me
Les e´quations du proble`me sont :
conservation de l’e´nergie
ﬁﬀﬃﬂ
! #"
$&%
(1.2)
$
%
la source de chaleur due a` la dissipation intrinse`que me´canique,
ﬁﬀﬃﬂ
 la source de chaleur re´-
versible correspondant au couplage thermome´canique, r la source de chaleur volumique et q le
vecteur flux de chaleur ;
e´quations de la dynamique
'(
 
*)
+ (1.3)
loi de comportement
(
 ,.-/1032!465
ﬀ87:9ﬃ;(=<
(1.4)
>?
 @;-8A
?
(1.5)
0 B/10
2

0DC
9
(1.6)
EF
F
F
G
F
F
FH
ﬂ
0
C
 IJ'K
J
(
K=L.MON
IQP
MON
I
K
 
M
4
ﬂ
A
?
 IRJK
J
>?
(1.7)
e´quation de compatibilite´
0& TS
U
/WVXZY'[\+
^]
VXZY'[\+
9
(1.8)
loi de conduction thermique _
 4a`bVXZY'[
ﬀ
(1.9)
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avec les conditions initiales et aux limites suivantes : :
c'dfehgejilkm
d npoqsrutvxwzy|{p} (1.10)
~ di ~m
d npoqsrut w y|{} (1.11)
D
y|*p8}
i D
y|} (1.12)

i

m
npoqŁrut'y|{p} (1.13)

i
za! fﬃ 
npoqsrutZy|{p} (1.14)
   est la discontinuite´ de la vitesse au niveau du contact, : le coefficient de partage de la chaleur
interfaciale ge´ne´re´e.
En fait, dans l’e´quation (1.14), l’e´quation de discontinuite´ correspond a` l’application du premier principe
de la thermodynamique aux corps en contact. Elle est, dans le cas d’une surface de contact ne posse´dant
d’e´nergie interne propre, rigoureusement donne´e par :
 ﬃ 
i
! fﬃ  (1.15)
 ﬃ est la chaleur ge´ne´re´e a` l’interface des deux corps. Sa distribution entre ces derniers de´pend de
leurs proprie´te´s respectives de conduction. Le second principe assure la positivite´ de celle-ci 13. Dans le
cas de deux corps similaires,   est bien suˆr e´gal a` 0,5. Dans le cas d’une interface plus complexe, une
analyse e´nerge´tique peut eˆtre trouve´e dans [37, 40]
Le proble`me me´canique
La premie`re ide´e de la me´thode stationnaire consiste a` se placer dans le repe`re lie´ au chargement
(dans lequel le re´gime est suppose´ permanent). Toutes les e´quations pre´ce´dentes sont alors re-e´crites
sous les formes suivantes :
-e´quation de la dynamique ¡'¢£

i#¤
t¦¥*§!©¨¨ (1.16)
-loi de comportement

i«ª­¬
¯®°
=± (1.17)
²´³
i¶µ·¬¹¸
³
(1.18)

i
y

®
°·D
} (1.19)

D
©¨
i«º
r'»
r

»=¼.O
º­½
O
º
»
i
 (1.20)
¸
³
©¨
i«º
r»
r
²³
»=¼.O
º.½
O
º
»
i
 (1.21)
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¾À¿1ÁÂzÃDÄ8Å*ÆBÇ È
É
¿WÊ=ËÍÌÎÏÅÑÐ¿WÊÒËÍÌÎÏÅËÍÓÔ=ÆÕÇ È
ÉÖ
Ê=ËÍÌÎ
Ö
ËjÓÔ
(1.22)
avec ×
ÆØÈ
ÙÛÚÜ
Ë­Ý
¾
Ý
Á
Ð8Þ­Ð8Ã¹Â©ßáàâã'Â©ßåäxæ'¿Ý
¾
Ý
Á
Åç
(1.23)
Ú
Æ
È si
¾ﬃÆ«è
(1.24)
Ú
Æ«è
si
¾=é.è
(1.25)
Üxê
ç
de´signe la partie positive, et
ë
Æ Ý
¾
Ý
Á
Ð¹Þ.Ð Ý
¾
Ý
Á
à Ý
¾
Ý
ÌÎ
ÐOì·Ð Ý
¾
Ý
ÌÎ (1.26)
×
est le multiplicateur plastique, (
¾Æ«è
) de´finit la frontie`re du domaine e´lastique,
ÓOÔ
est la limite d’e´las-
ticite´,
ÁÒí
la contrainte initiale, î
Î
sont les parame`tres internes et
Ì\Î
leurs forces associe´es,
Þ
le tenseur
d’e´lasticite´ et
ì
sont donne´s.
Dans ces e´quations, les de´rive´es spatiales ont remplace´ les de´rive´es temporelles. Leur inte´gration est
effectue´e le long de la direction de mouvement, de sorte que nume´riquement (en utilisant les e´le´ments
finis) ni le chargement ni la structure ne sont translate´s. Le comportement du mate´riau peut eˆtre quel-
conque. Dans le cas des rails, il a e´te´ conside´re´ comme e´lastoplastique de type von Mises a` e´crouissage
cine´matique line´aire, ou a` e´crouissage cine´matique non-line´aire du type propose´ par Bower [4].
La seconde ide´e est d’utiliser la stationnarite´ de l’e´tat limite (champ de contrainte pe´riodique, champ
de de´formation pe´riodique en l’absence de rochet) pour le de´terminer directement.
Les deux me´thodes de de´termination de l’e´tat limite qui en re´sultent sont :
ï la me´thode Stationnaire Passage par Passage : elle n’utilise pas directement, dans son algo-
rithme de re´solution, la condition de stationnarite´. Elle permet de calculer la re´ponse de la structure
passage par passage soit pour un nombre de cycle donne´, soit jusqu’a` l’e´ventuel e´tat stabilise´.
ï la me´thode Stationnaire Directe : elle utilise dans son algorithme de re´solution, la condition de
stationnarite´. Elle permet de calculer directement la re´ponse stabilise´e de la structure sans donner
le nombre de cycles ne´cessaire a` l’obtention de celle-ci.
Le proble`me thermique
Le couplage thermome´canique revient : (i) dans l’e´quation de la chaleur aux sources volumiques de
chaleur (dissipation intrinse`que
ÁlÐñðÃ
Ä
ËòÌ´Î¦Ðóð
î
Î
, chaleur re´versible ô
ã
ð
õ ) et a` la dissipation interfaciale;
(ii) dans les e´quations me´caniques a` l’expansion thermique [10]. L’e´quation thermique s’e´crit :
ö'÷ø
¿xËÒù
ê3úüû¯ýþ
ãﬁÅ´Ë
ô¹ß 
ãÂ©ßñÆ
æaË
 
Á«Ð8Ã
Ä
Â©ß àóÌÎ¦Ð
î
Î8Â©ß àóâåã=ä æ'¿1ÁÅ Â©ß
(1.27)
Les de´tails de la proce´dure de re´solution du proble`me thermome´canique peuvent eˆtre trouve´s dans
[10].
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1.3 Me´thodes stationnaires : cas purement me´canique
1.3.1 Me´thode stationnaire passage par passage
La me´thode stationnaire passage par passage permet de calculer la re´ponse d’une structure prisma-
tique ou axisyme´trique soumise a` un chargement mobile pour un cycle du chargement. Ainsi, on pourrait
suivre cycle par cycle de l’e´volution des grandeurs me´caniques jusqu’a` l’e´ventuel e´tat stabilise´. Ceci est
effectue´ par inte´gration nume´rique (e´le´ments finis) des e´quations (1.16 - 1.26) de la section pre´ce´dente.
Une description de´taille´e de l’algorithme de re´solution est donne´e dans [5, 10, 11]. Nous rappelons
qu’il permet d’obtenir les grandeurs thermome´caniques aux points ge´ome´triques du repe`re mobile lie´
au chargement : dans le proble`me tel qu’il est pose´ ici, la structure (domaine mate´riel) est en grand
de´placement et petites transformations. La re´solution revient a` celle d’un proble`me non-line´aire avec
une loi de comportement non-locale. Dans son principe, elle est identique a` la construction dans un
proble`me incre´mental classique de la solution a` un instant 	 connaissant la solution a` l’instant  : la
diffe´rence re´side dans le calcul non-local des variables internes. Les principales e´tapes :
1. e´tat initial de la structure connu ;
2. initialisation des contraintes, des de´formations et des de´formations plastiques ;
3. de´termination de la solution ve´rifiant la loi de comportement ”stationnaire” ;
4. recherche de la solution line´aire admissible (e´quilibre, comportement line´aire 
 , et liaison) ;
5. de´termination de l’erreur ([28]) et arreˆt e´ventuel ;
6. retour a` 2.
Nous allons expliciter l’inte´gration implicite de la de´formation plastique et des variables internes le
long de la ligne de courant (et e´ventuellement le calcul de la rigidite´ tangente cohe´rente) pour un certain
nombre de lois de comportement que nous avions utilise´es.
Mate´riau a` e´crouissage cine´matique line´aire et isotrope
On note par  le crite`re de plasticite´ (fonction de charge). La fonction  est donne´e par :

 ﬁﬀﬃﬂ ﬃ!"#%$& 'ﬁﬀﬃﬂ(*)+,-$& '.ﬀ (1.28)
)/ﬂ dev 
 (1.29)
'+ﬂ
021
354 6758
9	:
8
ﬁ d  (1.30)
En affectant respectivement les indices <;=ﬀ et <; ?>'ﬀ aux quantite´s e´value´es aux points (de Gauss) ; et
; ?> , ; en amont de ; ?> sur la meˆme ligne de courant, le calcul de   @BADC=EGF a` partir de la de´formation

@HAIC=EGF et de   @HAIF   3 @BADC=EGF 
 3 @BADC=EGF suppose´s connus, se fait de manie`re implicite, par projection orthogo-
nale (Nguyen [34, 35]) autrement dit par retour radial (Simo et Taylor [38]). Ce calcul s’effectue de la
meˆme manie`re que l’inte´gration temporelle avec une diffe´rence de signification pour les variables. Ainsi
on e´crit :
)
@HAIC=EGF
ﬂ )
3
@BADC=EGF

6KJ
ML
@HAIC=EGF
N
 @HAIC=EGF
ﬀ
!
@HAIC=EGF
ﬂ )
@BADC=EGF
2OP
 @HAIC=EGF
ﬂ )
3
@BADC=EGF
2OP

3
@HAIC=EGF
QRO5
6KJ
ﬀS

@HAIF

6KJ
L
@BADC=EGF
TRO5
6KJ
ﬀUV

ﬂ !9WXQRO5
6KJ
ﬀUY

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avec ZY[ dev \ et ]V\9^_[Q\ ^ `BaDb=cGdfe \ ^ `BaDd
La de´formation plastique calcule´e point n+1 en aval du point n est donne´e par :
\
^ `HaIb=cGd
[g\
^ `HaIdhji k9l
m
k
l
m
[g\
^ `HaIdnh2iYo
p (1.31)
i de´termine´ par la me´thode de Newton a` partir de l’e´quation implicite de ve´rification du crite`re de charge
au point d’arrive´e (n+1) :
m
k
l
m
eqrKs h5t+uSi ev&q w
^
`BaDd
hyx
rz
iXu
[Q{
Dans le cas de l’e´crouissage cine´matique line´aire, on obtient :
\
^ `BaDb=cGd
[g\
^ `HaId h |
rKs h5t
q
|
e
v
m
k l
m
u (1.32)
avec
k
l
[?}9~
`HaIb=cGd
e t
\
^
~
`HaIb=cGd h rKs
Z
`HaIb=cGd
eTqrKs ht+u
\
^ `HaId
En faisant l’analogie avec le cas de l’inte´gration temporelle, on voit qu’ici \ `BaDb=cGd joue le roˆle de
l’incre´ment de de´formation ]Y\ entre les instants d’inte´gration  a et  aDb=c et }ﬁ~ `HaIb=cGd e t \ ^
~
`BaDb=cGdeq th
rKs
u
\
^ `HaId celui de } q  a u . La rigidite´ tangente cohe´rente se de´duit alors par :

[
d  `HaIb=cGd
d \ `BaDb=cGd
[ 
z
q
|
erI
u
q 1l  1l u&h rKs-qMXe |
z
1l  1l u e

sfIq
|
rKs
ht5h
vŁ
o
p

o
p
h
i
m
k9l
m
qMe
|
z
1l  1l e op  op uu
Mate´riau a` e´crouissage cine´matique non-line´aire
Nous conside´rons une loi qui a e´te´ propose´e par Bower [4] pour pouvoir rendre compte du rochet a`
taux de´croissant observe´ sur les rails. La fonction  , crite`re de plasticite´, est donne´e par :

q

u
[
m
k
m
e%v&q w
^
u
[
m

e dev 
m
e%v&q w
^
u (1.33)
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 
\
^
[ 




 [
t

\
^
e

c
q

eN
u


[ 

q

e
u
(1.34)
En affectant respectivement les indices q< u et q< h
|
u aux quantite´s e´value´es aux points (de Gauss) n et
n+1, n en amont de n+1 sur la meˆme ligne de courant, le calcul de \ ^ `BaDb=cGd  `HaIb=cGd   `HaIb=cGd a` partir de la
de´formation \ `HaIb=cGd et de \ ^ `HaId \ ^
~
`HaIb=cGd , 
~
`HaIb=cGd , 
~
`HaIb=cGd , 
~
`HaIb=cGd suppose´s connus, se fait de manie`re
implicite, on e´crit :
k
`HaIb=cGd
[ }
`BaDb=cGd
e

`HaIb=cGd
u
[ }
~
`BaDb=cGd
e5q

~
`HaIb=cGd
h

`

uu&h
rKs-q
Z
`BaDb=cGd
e
\
^
`HaIdGu
erKs
]V\
^
e
]Y
[
k
l
erKs
]V\
^
e
]Y
avec ]Y\ﬁ^+[g\ ^ `HaIb=cGd&e \ ^ `HaId et ]Y[g `BaDb=cGd e  `HaId
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Les variables internes calcule´s au point n+1 en aval du point n sont donne´s par :
Y  ¡ ¢
£*¤M¥¦¨§
¤
¢*©
¥ﬃª«'¦S¥¬"­
®°¯
¤M¥ﬃª±
©j²
¥
«
ª±ª«¦¤  ´³MµH¶I·
¯N¸
³MµB¶D· ¦º¹
(1.35)
Y  ¡ ¢
£*¤M¥¦¨§
¤
¢*©
¥ﬃª«'¦S¥¬"­
®°¯
¤M¥ﬃª±
©j²
¥
«
ª±ª«¦¤
¸
³MµH¶I·
¯N¸
³MµB¶D·U¦º¹
(1.36)
avec
£*¤M¥¦ ¡
¢»©
¥-ª¼±
©
¥-ª«
©j²
¥
«
ª¼±ª«
et
  ³MµH¶I·
¯¸
³MµB¶D· ¡g  µH¶I·
¯¸
µH¶I·
©
  µB¶D½
±
·
¯¾¸
µH¶I½
±
·
¥
de´termine´ par la me´thode de Newton a` partir de l’e´quation implicite de ve´rification du crite`re de
charge au point d’arrive´e (n+1) :
¿-À9Á
¯
¤
²KÂ ©
¢*©
¥ﬃª«
£»¤M¥X¦
¬+¦S¥ ­
®
©
¢
£»¤M¥¦
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¿
¯%Ã
¡gÄ
La de´formation plastique est alors donne´e par :
Å9Æ
µH¶I½
±
·
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µB¶D·
©
¥
À
Á
©
±
Ç
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(1.37)
Dans le cas ou`
ª«
est nul, on obtient :
£»¤M¥¦
¡
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¥-ª¼±
(1.38)
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avec
¥
de´termine´ par :
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Mode`le associe´ de Cam-Clay
C’est un mode`le [5, 14] destine´ a` rendre compte du comportement des argiles consolide´es ou surcon-
solide´es, fonde´ sur le concept de l’e´tat critique. On conside`re ici un mode`le e´lastoplastique isotrope. Le
crite`re est une ellipse parame´tre´e par ÑÓÒRÔ qui s’est :
Õ
¤HÖØ×Ù×ÚRÛ ÜI¦
¡
ÖÝ¤HÖ
¯
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©
¤
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(1.41)
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(1.43)
avec
Ù
¡,â ã
« dev ägå dev ä ,
Ö
¡
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ã
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Ú
Û
Ü
¡
tr Å Æ ,
Þ
est la pente de la droite caracte´risant l’e´tat critique
initial, Ñ
Í
est la pression effective de consolidation,
£
parame`tre du mate´riau.
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En affectant respectivement les indices ñ<ò=ó et ñ<òô,õ'ó aux quantite´s e´value´es aux aux points (de
Gauss) n et n+1, n en amont de n+1 sur la meˆme ligne de courant, le calcul de ö¨÷ øHùIú=ûGü , a` partir de la
de´formation ö øBùDú=ûGü et de ö ÷ øHùIü suppose´es connus, se fait de manie`re implicite, par retour radial on e´crit :
ý
øBùDú=ûGüßþ
ý 
øHùIú=ûGü
ô

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øHùIú=ûGü
ö
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(
 est de´termine´ par la me´thode de Newton a` partir de l’e´quation implicite de ve´rification du crite`re
de charge au point d’arrive´e (n+1) :
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soit les deux e´quations
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permettant de de´terminer  et  ﬂ øHùIú=ûGü par une me´thode de Newton.
La de´formation plastique est alors donne´e par :
ö	 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1.3.2 Me´thode stationnaire directe : stationnarite´ de l’e´tat limite
Stationnarite´ de l’e´tat limite
Les mate´riaux conside´re´s sont a` comportement e´lastoplastique standard. Il est connu (Halphen [16,
17], Ladeve`ze et Rouge´e [27]) que des structures constitue´es de tels mate´riaux et soumises a` un charge-
ment pe´riodique ont une re´ponse asymptotique pe´riodique en contrainte ; de plus la solution en contraintes
est unique pour des conditions initiales donne´es.
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L’e´tat asymptotique (lorsque le temps t tend vers l’infini), caracte´rise´ par l’e´volution de la de´formation
ine´lastique et de l’e´crouissage peut eˆtre :
6 une adaptation : la structure peut subir (ou non) des de´formations plastiques pendant les premiers
cycles, mais sa re´ponse asymptotique est e´lastique. Autrement dit, il y a adaptation lorsque l’e´ner-
gie totale dissipe´e 7 reste borne´e. Cette condition se traduit par :
798;:=<=>
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c_-IJLIM est finie (1.45)
En tout point M, pour t suffisamment grand, on a alors :
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c’est-a`-dire qu’en tout point la de´formation permanente et l’e´crouissage tendent vers des valeurs
fixes quand t tend vers l’infini.
La fatigue qui risque de survenir est donc a` grand nombre de cycles (polycyclique).
6 une accommodation : la re´ponse limite est une boucle ferme´e de de´formation plastique. En d’autres
termes, la de´formation plastique e´volue pendant le cycle, mais a` la fin du cycle, elle retrouve sa
valeur initiale. En tout point M, pour t suffisamment grand, on a alors :
D#mﬂn+mporq
W
Y[Z
R\^]
M`_-IKMN8
D#mﬀn+mﬀosq
W
f
c
R\i]
Mj_-IMN8Vl (1.47)
La fatigue qui surviendra e´ventuellement sera a` faible nombre de cycles (oligocyclique).
6 un rochet (en parfaite plasticite´) : la de´formation plastique s’accumule cycle apre`s cycle; la ruine
de la structure survient alors tre`s vite.
σ
ε
max
σ
σ
min
σ
ε
σ
min
σ
ε
σ
min
adaptation
accommodation rochet
Figure 1.2: ·Etats limites sous chargement cyclique
L’e´tat limite adapte´ ou accommode´ est ainsi caracte´rise´ par la tendance de la de´formation plastique
et des variables internes a` devenir pe´riodiques. Nume´riquement, nous rechercherons directement une
solution posse´dant cette proprie´te´, en partant d’un e´tat initial connu. Ainsi, les solutions recherche´es par
notre algorithme de re´solution ve´rifient la relation (1.47).
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Ceci nous fournit des e´quations supple´mentaires qui sont satisfaites lorsque l’e´tat stabilise´ est atteint.
On voit alors la diffe´rence entre cette me´thode et un algorithme de plasticite´ incre´mental classique;
elle re´side d’une part dans le calcul de la de´formation plastique qui se fait ici le long d’une ligne de
courant, et d’autre part dans l’existence d’un test de stationnarite´ de la re´ponse limite en de´formation
plastique. Les deux me´thodes de de´termination de l’e´tat limite qui en re´sultent sont :
t la me´thode Stationnaire Passage par Passage : elle n’utilise pas directement, dans son algo-
rithme de re´solution, la condition de stationnarite´. Elle permet de calculer la re´ponse de la structure
passage par passage soit pour un nombre de cycle donne´, soit jusqua´ l’e´ventuel e´tat stabilise´.
t la me´thode Stationnaire Directe : elle utilise dans son algorithme de re´solution, la condition de
stationnarite´. Elle permet de calculer directement la re´ponse stabilise´e de la structure sans donner
le nombre de cycles ne´cessaire a` l’obtention de celle-ci.
1.3.3 Algorithme de re´solution
Une description de´taille´e de l’algorithme de re´solution est donne´e dans [5, 10, 11]. Nous en rappelons
les principales e´tapes :
1. initialisation des contraintes, des de´formations et des de´formations plastiques;
2. calcul des forces plastiques
3. calcul de la solution e´lastique avec un champ de de´formation plastique initial;
4. ve´rification de l’admissibilite´ plastique (crite`re plastique) et arreˆt e´ventuel si 4. et 6. sont ve´rifie´s.
5. de´termination de la ”de´formation plastique stationnaire” par projection sur le convexe d’e´las-
ticite´;
6. ve´rification de la stationnarite´ de l’e´tat limite; et retour a` 2.
1.3.4 Exemples d’illustration
Dans le cas bidimensionnel, la me´thode stationnaire a fait l’objet de nombreuses applications aussi
bien en me´canique, qu’en thermome´canique couple´e. Nous pre´sentons ici quelques calculs tridimension-
nels effectue´s sur des rails, en vue d’obtenir nume´riquement l’e´tat stabilise´ (adaptation, accommodation
ou rochet). La structure conside´re´e est un rail de profil UIC 60 montre´ sur la figure 1.3. Le chargement
est une pression hertzienne (zone de contact circulaire de rayon u , pression hertzienne maximum vxw ) ef-
fectuant des passages re´pe´te´s sur le rail. Les effets d’inertie sont ne´glige´s. Le mate´riau est e´lastoplastique
a` e´crouissage cine´matique non-line´aire, avec les caracte´ristiques suivantes : E = 210 GPa, y = 0.3, zQ{
= 237 MPa, C = 20 GPa.
La figure 1.4 repre´sente les de´formations plastiques e´quivalentes obtenues lors du premier passage de
la charge (P w / z
{
= 6.7, u = 10 mm et 2 u est la longueur de la zone raffine´e). La figure Fig.1.5 repre´sente la
meˆme quantite´ obtenue a` l’e´tat stabilise´. Comme on peut le voir cet e´tat stabilise´ est une accommodation :
les de´formations plastiques en amont et en aval sont les meˆmes alors qu’elles varient sous le chargement.
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Figure 1.3: Un exemple de maillage de rail soumis a une distribution
mobile de pression hertzienne
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Figure 1.4: Isovaleurs de d·eformation plastique ·equivalente lors du pre-
mier passage d’une distribution de pression h ·emisph·erique
avec a = 10mm, |k} / ~ =6.7 et  =0.
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Figure 1.5: Isovaleurs de d·eformation plastique ·equivalente a l’ ·etat sta-
bilis ·e lors du passage r ·ep·et ·e d’une distribution de pression
h·emisph·erique avec a = 10mm, k /  =6.7 et  =0.
1.4 Me´thodes stationnaires applique´es aux structures
axisyme´triques
1.4.1 Pre´sentation
Dans cette partie, on s’inte´resse aux structures e´lastoplastiques de re´volution soumises a` des char-
gements cycliques en rotation. L’objectif recherche´ est la de´termination directe de l’e´tat stabilise´ obtenu
apre`s un grand nombre de passages du chargement. Pour cela, on utilise la me´thode stationnaire com-
bine´e avec un de´veloppement en se´ries de Fourier en espace, selon la direction circonfe´rentielle (Akel,
Maitournam et Nguyen [2], Ouakka [36]). Nous ne pre´sentons que les ide´es de base de la mode´lisation.
1.4.2 Re´gime permanent
1.4.3 cas de chargement en rotation
On se place ici dans le cas d’un chargement en rotation a` vitesse constante, par rapport a` l’axe de
la pie`ce a` vitesse constante. L’hypothe`se du re´gime permanent dans le repe`re lie´ au chargement signifie
qu’en tout point ge´ome´trique toute grandeur physique est inde´pendante du temps. La de´rive´e mate´rielle
d’une grandeur physique  devient ^/Łs . Dans la formulation mathe´matique du proble`me, seule
la loi de comportement e´lastoplastique fait intervenir une de´rive´e temporelle, car les effets d’inertie sont
ne´glige´s. Nous allons rappeler dans ce qui suit comment elle va eˆtre re´e´crite et inte´gre´e.
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Le comportement me´canique est suppose´ e´lastoplastique de Mises a` e´crouissage cine´matique li-
ne´aire. Il s’e´crit : V[  H1ﬁ+
(1.48)
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c = 2 Å . ÅÆ /3/( Å - Å´Æ ) = module d’e´crouissage ( Å Æ module tangent)
·¹¸
= limite d’e´lasticite´ en cisaillement

= tenseur d’e´lasticite´

= multiplicateur plastique donne´ par :
Ç ÈÂÉ
Ê
ÉÌË


KÍ
ÉÌÊ
ÉË
K
ÉÌÊ
ÉË
2³
É
Ê
ÉÌË

ÉÌÊ
ÉË
(1.53)
L’hypothe`se de re´gime permanent permet d’e´crire :
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La de´formation plastique en un point de coordonne´es (r, z,
Ö
) est donne´e en fonction de celle d’une
origine arbitraire (r, z,
Ö×
) et des points situe´s en amont par l’expression suivante :
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Ainsi le calcul de la de´formation plastique se fera le long des lignes de courant qui sont des cercles
centre´s sur l’axe de re´volution de la pie`ce.
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Figure 1.6: Sch·ema de principe de l’ ·etude :
Ü structure axisym·etrique et chargement non n·ecessairement axisym·etrique
Ü repere mobile li ·e au chargement
Ü maillage  ·el ·ements nis bidimensionnel
Ü int ·egration circonf ·erentielle des d·eformations plastiques (points n et n+1, num·erot ·es dans
le sens du mouvement du solide)
1.4.4 Stationnarite´ de l’e´tat limite
Nous rappelons que le comportement asymptotique d’une structure e´lastoplastique soumise a` un
chargement cyclique peut eˆtre :
Ü adapte´ : la re´ponse limite est e´lastique, mais le mate´riau a pu se de´former plastiquement lors des
premiers cycles;
Ü accommode´ : la re´ponse en de´formation plastique est pe´riodique;
Ü rochet : accumulation progressive de de´formation plastique entraıˆnant la ruine de la structure.
Dans le cas d’un mate´riau a` e´crouissage strictement positif, l’e´tat stabilise´ est soit une adaptation,
soit une accommodation. La pe´riodicite´ de la re´ponse en de´formation plastique s’e´crit, dans le cas d’un
chargement en rotation, sous la forme : ÝÃÞàß%á
â`ãàâ`ä
åÌæxçèÝ5Þàß%áâ`ãQâ`äåNé2êëæ pour tout couple (r, z).
Ceci nous fournit une e´quation supple´mentaire qui est satisfaite lorsque l’e´tat stabilise´ de roulement
est atteint.
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1.4.5 Algorithme de re´solution
Une description de´taille´e de l’algorithme de re´solution est donne´e dans 5, 10, 11. Nous en rappelons
les principales e´tapes :
1. initialisation des contraintes, des de´formations et des de´formations plastiques;
2. calcul des forces plastiques
3. calcul de la solution e´lastique avec un champ de de´formation plastique initial;
4. ve´rification de l’admissibilite´ plastique (crite`re plastique) et arreˆt e´ventuel si 4. et 6. sont ve´rifie´s.
5. de´termination de la ”de´formation plastique stationnaire” par projection sur le convexe d’e´las-
ticite´;
6. ve´rification de la stationnarite´ de l’e´tat limite; et retour a` 2.
1.4.6 Mise en oeuvre de la re´solution
Solution e´lastique
La me´thode de re´solution utilise´e permet de ramener la re´solution du proble`me e´lastique tridimen-
sionnel axisyme´trique en une succession de proble`mes bidimensionnels en combinant :
ì un de´veloppement en se´ries de Fourier dans la direction circonfe´rentielle : la solution globale
í î%ïð`ñQð`ò[ó s’exprimant alors sous la forme d’une somme sur les harmoniques de solutions bidi-
mensionnelles et par :
í´î%ïð`ñQð`ò[óXô õ
ö
÷ø'ù
íNú
÷
î%ïð`ñ[óLû!üKý¢þßò í
÷
î%ïð`ñ[óLý´þßò (1.57)
ì une approche type ”e´le´ments finis” pour de´terminer la ”composante cosinus” í ú÷ î%ïð`ñ[ó et la ”com-
posante sinus” í ÷ î%ïð`ñ[ó de chaque harmonique; le calcul est donc effectue´ en dimension deux, sur
une section me´ridienne, a` ò ù par exemple;
ì une recomposition des de´placements par harmonique pour obtenir le de´placement total.
Calcul plastique
A partir du de´placement total sont calcule´es les contraintes et les de´formations utilise´es pour re´ali-
ser le test de plasticite´ et le calcul de la de´formation plastique (projection plastique). Sur une ligne de
courant, la de´formation plastique est construite a` l’abscisse ò 
	[ò (e´le´ment n+1, Fig. 1.6) a` partir de la
de´formation plastique en ò (e´le´ment n, Fig. 1.6) en proce´dant de la manie`re suivante :
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ou`  ﬀ de´signe un champ de contrainte initial,
- si ﬂ î   ðﬃ  ÷ ó! l’e´le´ment n+1 n’est pas en cours de plastification,alors :
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A ce niveau, la de´composition en se´ries de Fourier n’intervient pas.
En revanche, les de´formations plastiques servent a` calculer les ”forces plastiques” de´compose´es en
se´ries de Fourier pour effectuer le calcul e´lastique avec de´formations initiales. Rappelons que dans la
formulation globale servant a` la re´solution par ”e´le´ments finis”, les forces plastiques sont donne´es par :
(*),+
e´le´ments
-.
e´le´ment /1032546/1798*2;:<5:<>=5<@?BA
(1.62)
ou` [B] de´signe la matrice reliant le vecteur de´formation au vecteur des de´placements des nœuds de
la maille conside´re´e. En particularisant cette expression au cas qui nous inte´resse, on a :
.
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(1.63)
La de´formation plastique e´tant connue aux points de discre´tisation circonfe´rentielle, 1 son inte´gration
entre 0 et 2 I se fait par la formule des rectangles.
Ce vecteur ”force plastique” est ensuite de´compose´ nume´riquement en se´ries de Fourier.
1.4.7 Application de la me´thode
Cette me´thode a e´te´ utilise´e pour traiter les proble`mes suivants.
J Le dudgeonnage des tubes de ge´ne´rateurs de vapeurs dans les cuves de re´acteur nucle´aire. Il s’agit
du proble`me de l’assemblage de tubes de ge´ne´rateurs de vapeur et d’une plaque. Il s’effectue a`
l’aide de quatre galets tournant a` l’inte´rieur du tube en appliquant des pressions qui font qu’apre`s
retrait des galets le tube reste colle´ a` la plaque. Seule la me´thode stationnaire (et non l’application
d’une pression axisyme´trique a` l’inte´rieur du tube) permet de retrouver les contraintes me´sure´es.
J Les essais de roulement galet cylindrique sur galet cylindrique. La me´thode stationnaire permet de
de´terminer directement le cycle stabilise´ de contrainte et de de´formation plastique.
J Les essais de roulement de billes sur un plan (bute´e SNR).
J Le creusement stationnaire des tunnels dans des massifs (visco)plastiques. En se plac¸ant dans le
repe`re du front, on e´vite l’utilisation des me´thodes d’activation/de´sactivation des e´le´ments.
1. Rappelons que la re´solution d’un proble`me purement e´lastique par cette me´thode ne demande pas de discre´tisation cir-
confe´rentielle, les relations de´placements-de´formations-contraintes e´tant line´aires. En revanche, celle-ci est indispensable en
pre´sence de non-line´arite´ plastique. Le nombre de points de discre´tisation doit alors eˆtre supe´rieur a` deux fois le nombre d’har-
moniques.
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1.5 Me´thode cyclique directe
Dans la plupart des e´tudes de fatigue (a` grand ou a` faible nombre de cycles) la pre´vision nume´rique
des endommagements est de´couple´e du calcul des grandeurs me´caniques telles que les contraintes, les
de´formations et les de´formations plastiques. Elle vient en seconde e´tape, comme ”post-traitement” des
re´sultats du calcul des structures. Dans de tels cas, seul l’e´tat stabilise´ me´canique est important ; l’e´volu-
tion vers cet e´tat pre´sente peu d’inte´reˆt : des me´thodes alternatives e´vitant la de´marche incre´mentale avec
inte´gration le long du trajet de chargement sont ne´cessaires. La me´thode simplifie´e de´veloppe´e par Zarka
et al. [16] est en une. Elle permet de calculer directement le cycle limite d’une structure sous chargements
cycliques a` partir de la connaissance de la re´ponse purement e´lastique et des domaines d’e´lasticite´. Si-
gnalons aussi que la me´thode a` grand incre´ment de temps [Ladeve`ve, 28], graˆce a` une formulation a` deux
e´chelles de temps, permet de de´crire aussi bien l’e´volution ”rapide” sur un cycle que celle ”lente” d’un
cycle a` un autre.
L’approche que nous proposons, la me´thode cyclique directe, a e´te´ initie´e par Akel et Nguyen [1].
Elle permet la de´termination directe de l’e´tat asympotique d’une structure soumise a` un chargement
pe´riodique (ge´ne´ral cette fois-ci, alors qu’il e´tait mobile a` vitesse constante dans le cas stationnaire)
en e´vitant un traitement incre´mental du trajet de chargement. Dans cette pre´sentation, on se limitera
au cas du mate´riau e´lastoplastique standard. Le chargement applique´ comprend, des efforts KL et des
de´placements M
L@NPOQ
impose´s impose´s sur des parties comple´mentaires du contour de la structure, qui
sont pe´riodiques en temps, de pe´riode R .
1.5.1 Principe de la me´thode
Nous recherchons directement un e´tat me´canique stabilise´ de la structure, en re-visitant la de´marche
initie´e par Akel et Nguyen [1]. Dans ce but, nous utilisons les deux techniques suivantes : (i) me´thode
a` grand incre´ment de temps de´veloppe´e par Ladeve`ze et al. [3, 26], qui, a` la diffe´rence des sche´mas
classiques ”pas-a`-pas”, utilise un unique ”grand” incre´ment ; ici l’incre´ment de temps est la pe´riode tem-
porelle T ; (ii) recherche des solutions dans l’espace des re´ponses T-pe´riodiques en contraintes et en
de´formations ine´lastiques [1, 22].
Dans la me´thode incre´mentale, l’intervalle de temps S TVUGRﬁW est discre´tise´ en X sous-intervalles TZY
O;[
Y
\]\]\
Y
O_^a`
R . Pour chaque incre´ment de chargement
Nb
K
L
U
bdc
L
Q
, on e´value les quantite´s incre´mentales
bde
,
bdf
,
baf*g
de fac¸on a` satisfaire les conditions d’admissibilite´ statiques, plastiques et cine´matiques.
Le trajet de chargement est suivi incre´mentalement, cycle par cycle jusqu’a` l’obtention e´ventuelle de la
re´ponse limite.
La me´thode cyclique directe que nous proposons, est aussi ite´rative. Mais elle consiste pre´cise´ment
h (i) d’abord, a` de´terminer pour tout le cycle, une re´ponse statiquement et cine´matiquement admis-
sible ; dans [22], nous la de´terminons en des instants particuliers
Oi
du cycle, par la re´solution de
proble`mes line´aires a` de´formations ine´lastiques donne´es ; Ainsi, a` chaque ite´ration j , pour tout
instant
Oki
, nous de´terminons le tenseur des contraintes
el_m
n , qui satisfait les e´quations d’e´quilibre
avec le chargement ( K L
NPO
n
Q
) et le tenseur des de´formations
fl
n , compatible avec les de´placements
impose´s
cL@NPO
n
Q
a` l’instant
O
n ; Il s’agit donc de re´soudre les e´quations d’e´quilibre en de´placement;
En fait, une technique meilleure est de de´composer la re´ponse sur une base choisie de fonctions
temporelles, la de´composition en se´ries de Fourier est tre`s bien adapte´e ;
h (ii) dans un second temps, a` de´terminer pour tout le cycle, la re´ponse plastiquement admissible (le
tenseur des contraintes
el_o
nqp
[
, la de´formation plastique
f
gﬃr
nqp
[
, les parame`tres internes s
l tvu
nqp
[_w
) ; a`
chaque instant, la de´formation plastique
f
g
r
nxp
[
est obtenues en projetant l’incre´ment de de´formation
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y*z {q|}~y*z
{
sur le domaine e´lastique de´fini par l’e´tat initial (suppose´ connu)  z_
{
yv
{
z Ł
{ a` l’instant

{ ;  z {q|} alors calcule´ a` partir de la loi de comportement e´crite sous la forme incre´mentale.
 (iii) L’e´tat stabilise´ est atteint quand la de´formation plastique y   et les parame`tres internes (  z Ł )
sont pe´riodiques i.e. leurs valeurs en de´but en de´but de cycle sont e´gales a` celles en fin de cycle ( y5  z
et

z Ł
 ) et que l’e´cart entre les champs statiquement admissibles et plastiquement admissibles est
acceptable ; sinon, on passe a` l’ite´ration suivante  en initialisant ( y5 }

z
|}
Ł
} ) a` ( yv 

z
|}
Ł
 );
la proce´dure est re´pe´te´e jusqu’a` obtention d’une adaptation ou d’une accommodation. La non
convergence de l’algorithme est une indication de rochet plastique.
L’algorithme de la me´thode cyclique se pre´sente comme suit :
ssxW
W
x s s[t  ,  t  +  T]
W
x [t  ,  t  +  T]ss
[t  ,  t  +  T]
test d’arrêt
Recherche de solutions 
sur
par un processus itératif comprenant :
vérifications des équations linéaires
d’équilibre  sur 
vérifications des équations nonlinéaires
de comportement sur 
écart entre les deux champs précédents
W
W
périodiques définies
PRINCIPE
étape globale   sur
étape locale   sur
Figure 1.7: Principe de la m·ethode cyclique
1.5. ME´THODE CYCLIQUE DIRECTE 27
1.5.2 Application de la me´thode cyclique directe : cas du chargement de
type fretting
La me´thode cyclique directe est teste´e et valide´e dans la de´termination des grandeurs me´caniques
stabilise´es d’un demi-espace soumis a` un chargement de fretting (voir la section 4 pour une e´tude com-
ple`te de ce proble`me). Une e´tude parame´trique est aussi effectue´e pour e´tablir des cartes d’adaptation et
d’accommodation pour les deux re´gimes de glissement [22]. On trouvera dans les re´fe´rences [22, 32] les
de´tails de sa mise en œuvre, ainsi que des tests de comparaison avec la me´thode incre´mentale.
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1.6 Bilan et perspectives en me´thodes nume´riques
Rappelons que la me´thode stationnaire a connu de nombreuses applications a` des proble`mes in-
dustriels dont les solutions par les me´thodes incre´mentales sont quasi-impossibles a` obtenir. En plus des
proble`mes de contact rail-roue (pre´sente´s au chapitre 3), d’autres phe´nome`nes tels que le pitting-e´caillage
des engrenages ont pu eˆtre e´tudie´s de manie`re syste´matique avec l’e´tablissement des cartes de fatigue. La
question du renforcement de la re´sistance a` la fatigue nous a fait aborder la mode´lisation des traitements
de surface tels que le galetage des vilebrequins ou les proce´de´s d’assemblage tels que le dudgeonnage
des tubes de ge´ne´rateurs de vapeur. Toutes ces e´tudes sont mene´es, en collaboration permanente avec de
nombreux industriels avec toujours pour objectif final la mise au point d’outils nume´riques de pre´diction
quantitative 2 .
La me´thode stationnaire a aussi e´te´ applique´e a` des proble`mes de me´canique des roches (creusement
de tunnel [7, 15], et forage [14]. Elle a aussi, graˆce a` un couplage avec les e´quations inte´grales, ouvert la
voie a` l’e´tude des structures reveˆtues [29]. Son extension aux transformations finies a e´te´ e´bauche´e [36].
Les perspectives de recherche a` moyen terme, portent surtout sur la me´thode cyclique avec des ap-
plications a` des proble`mes thermoviscoplastiques en vue de l’e´valuation de la dure´e de vie de structures
soumises a` de la fatigue thermique. Notre objectif, en matie`re de me´thodes nume´riques demeure toujours
l’e´tablissement de proce´dures de calcul simplifie´es, rapides permettant de traiter des proble`mes de struc-
tures soumises soit a` des chargements thermome´caniques mobiles et ”instationnaires” (cas des freins) ou
alors des structures pe´riodiques soumises a` des chargements constants. Ainsi le cas du frein s’apparente
a` celui de structure soumise a` un chargement mobile mais de forme et d’intensite´ non constantes dans
le temps : il pourrait eˆtre traite´ par une extension de la me´thode stationnaire qui pourrait s’identifier a`
une me´thode lagrangienne-eule´rienne arbitraire (ALE). Un investissement sur les me´thodes des volumes
finis notamment pour les proble`mes ou` interviennent des changements de phase (soudage) est envisage´.
2. voir les rapports de contrats de recherche dans la liste des travaux
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Chapitre 2
Crite`res de fatigue multiaxiaux
2.1 Proble´matique
Dans notre de´marche globale pour la pre´vision des de´gradations des structures soumises a` des char-
gements variables, nous avions opte´ pour un de´couplage entre le calcul des contraintes et l’application
de crite`res de fatigue. Selon la nature asymptotique de l’e´tat me´canique issu du calcul des contraintes, la
structure se trouve confronte´e a` de la fatigue a` faible nombre de cycles (fatigue oligocyclique survenant
en re´gime plastique) ou a` de la fatigue a` grand nombre de cycles (fatigue polycyclique survenant en
re´gime e´lastique ou adapte´). Nous ne nous inte´ressons qu’a` la fatigue a` grand nombre de cycles.
En fatigue polycyclique, depuis Wo¨hler, l’existence d’une limite d’endurance est admise ; il s’agit,
dans le cas d’une structure sollicite´e de manie`re cyclique par une action uniaxiale, d’un seuil de sollici-
tation en dessous duquel la structure ne subit aucun endommagement de fatigue. Ce concept ge´ne´ralise´
conduit a` la notion de crite`re de fatigue multiaxiale. Un crite`re de fatigue polycyclique est donc un outil
permettant de distinguer parmi tous les trajets de chargement dans l’espace des contraintes, ceux qui sont
endommageants de ceux qui ne le sont pas.
Actuellement, d’innombrables propositions de crite`res de fatigue polycyclique sont disponibles. On
pourrait consulter [Papadopoulos, 14, 15], ou` une revue importante est effectue´e. On distingue des cri-
te`res fonde´s sur la notion de plan critique (Findley, de McDiarmid, etc.), d’autres sur les invariants
de contrainte (Sines, Crossland, etc.), ainsi que de crite`res fonde´s des concepts e´nerge´tiques (Smith-
Watson-Topper, etc.). Une approche qui tranche avec toutes les pre´ce´dentes est celle, macro-me´so (ou
multi-e´chelle) de´veloppe´e par Dang Van [4, 6, 8] en fatigue polycyclique des me´taux. Elle a conduit a`
la formulation de crite`res largement utilise´s dans l’industrie me´canique pour la pre´diction sur structure
de l’amorc¸age de fissure de fatigue. Le crite`re originel a e´te´ formule´ par Dang Van en 1973. Diverses
versions ont ensuite e´te´ propose´es par ses diffe´rents collaborateurs notamment De´perrois [9] et plus
particulie`rement Papadopoulos [14, 17]. Parmi les questions qui demeurent, sont celles relatives aux
chargements ale´atoires, et aux chargements thermiques dans les domaines ou` les limites de fatigue sont
de´pendantes de la tempe´rature.
En effet, de nombreux syste`mes me´caniques tels que les moteurs, les re´acteurs, les freins sont sujets a`
de la fatigue a` grand nombre de cycles dans de domaines de tempe´rature ou` les variations des caracte´ris-
tiques me´caniques (et de fatigue bien suˆr) ne sont pas ne´gligeables. Les crite`res classiques de fatigue po-
lycyclique isotherme doivent alors eˆtre re´-adapte´s pour ces cas. Dans [Maitournam & Nguyen-Tajan, 11]
nous avions propose´ une de´marche permettant l’extension en fatigue polycyclique anisotherme de l’ap-
proche multi-e´chelle. Nous reprenons cette approche dans ce qui suivre, en la particularisant a` d’autres
formes de crite`res issus de l’approche macro-me´so.
32 CHAPITRE 2. CRITE`RES DE FATIGUE MULTIAXIAUX
2.2 Fatigue polycyclique anisotherme
Dans une approche multi-e´chelle e´tendue en anisotherme [ 11], nous avons proposons une formula-
tion des crite`res de fatigue polycyclique. Fonde´e sur la de´marche classique de Dang Van, elle utilise un
the´ore`me local d’adaptation e´tabli par Mandel et al. [12], pour fournir un cadre ge´ne´ral de de´finition de
crite`res anisothermes. Nous la reprenons pour l’e´tendre a` d’autres formes de crite`res macro-me´so.
2.2.1 Approche macro-me´so et reformulation
Rappel de la de´marche globale.
La fatigue a` grand nombre de cycles est un phe´nome`ne qui apparaıˆt alors meˆme que le mate´riau a un
comportement macroscopique e´lastique (du moins asymptotiquement). En fait, bien qu’aucune de´gra-
dation ne soit de´tecte´e a` l’e´chelle macroscopique, les observations a` l’e´chelle me´soscopique montrent
que la fatigue est un phe´nome`ne de´butant au niveau des grains, par des modifications structurales et
des apparitions de bandes de glissement localise´es dans les grains les plus de´favorablement oriente´s. La
particularite´ des crite`res de non-amorc¸age propose´s par Dang Van et al. [ 1, 8, 17] est de porter sur les
grandeurs e´value´es a` l’e´chelle me´soscopique et de postuler l’adaptation a` toutes les e´chelles. Les prin-
cipales e´tapes de leur e´laboration sont : (i) de´termination des contraintes macroscopiques e´lastiques ou
adapte´es (hypothe`se d’adaptation macroscopique) ; (ii) passage macro-me´so permettant de de´terminer
les contraintes me´soscopiques a` partir des contraintes macroscopiques ; (iii) postulat d’un crite`re local de
fatigue portant sur les contraintes me´soscopiques a` l’e´tat adapte´, et re´e´criture en fonction des contraintes
macroscopiques.
(i) Passage macro-me´so.
Le passage des grandeurs macroscopiques aux grandeurs me´soscopiques est complique´e [2, 3] et ne´-
cessite la prise en compte des proprie´te´s morphologiques et me´caniques des constituants a` l’e´chelle
me´soscopique. Ceci s’ave`re impossible sans hypothe`ses simplificatrices qui ont e´te´ formule´es dans
le cadre de plusieurs mode`les (Sach :  ¢¡ , Taylor : £¤¦¥ , Kro¨ner ge´ne´ralise´ par Zaoui :  
¡¨§¤©ª¥¬«®­¯ª¥¬«±°!£²5­ ). Par souci de concision, nous nous limitons au mode`le de Lin-Taylor dont les
hypothe`ses sont les suivantes : (i) le grain est conside´re´ comme une inclusion dans une matrice e´lastique
infinie ; (ii) la matrice impose sa de´formation au grain ; (iii) le grain et la matrice sont isotropes et pos-
se`dent les meˆmes coefficients e´lastiques, la relation de passage des contraintes macroscopiques ¡³ª´¨µ·¶·­
au point M (V.E.R.) aux contraintes me´soscopiques ª´¨µ·¶µ·¸¹­ au point m du V.E.R. s’e´crit sous la
forme :
ª´ºµ·¶µ·¸¹­¨¡³ª´¨µ·¶­§
»®ª´¨µ·¶µ·¸¹­¼ (2.1)
» , le champ de contraintes re´siduelles me´soscopiques, est relie´ au champ de de´formations plastiques
me´soscopiques par : »½¾°¿*ÀÁ£ ² .
(ii) Adaptation.
On dit qu’une structure soumise a` un chargement variable dans le temps s’adapte lorsque sa re´ponse
asymptotique est e´lastique. Autrement dit, il y a adaptation si en tout point la de´formation permanente et
l’e´crouissage tendent vers des valeurs fixes et l’e´nergie dissipe´e reste borne´e quand le temps ¶ tend vers
l’infini.
Le premier the´ore`me d’adaptation statique donnant une condition suffisante d’adaptation a e´te´ e´tabli par
Melan et pre´cise´ par Koiter dans le cas des mate´riaux parfaitement plastiques. Il a ensuite e´te´ ge´ne´ralise´
par plusieurs auteurs au cas des mate´riaux e´crouissables. Il repose sur la de´termination de la solution
purement e´lastique ﬁÂÃª´ºµ·¶­ et sur la recherche d’un champ de contrainte auto-e´quilibre´ »ª´Ä­ ainsi
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que de variables d’e´crouissage cine´matique ÅÇÆÈÊÉ et isotrope ËÆÈÊÉ inde´pendants du temps qui ve´rifient :
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ÍÎÕ
ÆÖØ×ÙÆÈ
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ou`
Õ
ÆÖ
Î
Å
Î
ËÓÉÞ!Ý de´finit le domaine d’e´lasticite´ du mate´riau.
Ces conditions imposent au champ Û de respecter l’e´quilibre global avec des sollicitations nulles, ce qui
rend sa recherche assez difficile. Une condition locale, donc de ve´rification plus facile, a e´te´ propose´e
par Mandel et al. [12]. Elle s’applique dans le cas ou` les coefficients e´lastiques sont constants et l’espace
des contraintes est de dimension finie. Elle s’e´nonce comme suit :
s’il existe un champ de contraintes Öß"ÆÈÄÉ inde´pendant du temps t, tel que :
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ß
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ou` la fonction de charge est de´finie par Õ ÆÖ Î Å Î ËÓÉêé á ÆÖ
âëÅìÉâëäæÆËÓÉ
et Ë ç est la plus grande valeur de Ë compatible avec l’hypothe`se des petites de´formations ;
si ce champ est proche d’un champ auto-e´quilibre´ Û ç et si í îïÆÛ ç â'ÛBð6É est petit ( í
matrice des complaisances e´lastiques, Û ð champ des contraintes re´siduelles initiales)
alors il y a adaptation par petites de´formations.
L’ine´quation (2.3) est e´quivalente a` la condition
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Pour un mate´riau de type Mises dont la fonction de charge est :
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La condition d’adaptation (eq:adap1) s’e´crit :
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Autrement dit, il y a adaptation si le rayon


äß de la plus petite hypersphe`re circonscrite au trajet
du de´viateur des contraintes e´lastiques est infe´rieur a`


äæÆË
ç
É . On obtient ainsi une condition locale
d’adaptation particulie`rement facile a` mettre en œuvre nume´riquement.
(iii) Crite`res de fatigue et re´e´criture.
Le crite`re de fatigue porte sur les contraintes me´soscopiques qu’on suppose adapte´es. La de´termination
de celles-ci se fait graˆce aux hypothe`ses de Lin-Tayor ainsi qu’a` celle d’adaptation locale qui permettent
d’e´crire :
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Û de´signe le champ de contraintes re´siduelles me´soscopiques a` l’e´tat adapte´ ; il est alors inde´pendant du
temps. En supposant que la limite de fatigue correspond a` la limite d’adaptation, on choisit le champ Û
comme le centre de la plus petite hypersphe`re circonscrite au trajet du de´viateur des contraintes macro-
scopiques.
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La condition d’endurance illimite´e en un point ! est alors e´crite sur le cycle stabilise´ de contrainte de
pe´riode T, sous la forme :
"$#%#
!'&)(+*&)(-,/. 01&32546*-780 (2.9)
Les observations expe´rimentales montrent le roˆle pre´ponde´rant du cisaillement et l’influence (be´ne´fique
en compression, ne´faste en traction) de la pression hydrostatique sur le comportement en fatigue. La
fonction
"
doit en rendre compte.
Crite`re originel de Dang Van. Dans la premie`re formulation du crite`re de Dang Van [1], la fonction
"
propose´e est :
"$#%
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;B=@?
CEDGF
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&)(+*JILKNMO
#
()*QP/R
MTS (2.10)
ou`
H
de´signe la normale a` la facette conside´re´e et KUM et R
M sont des constantes caracte´ristiques du mate´-
riau.
On peut s’affranchir de la maximisation sur
H
, en conside´rant la cission me´soscopique maximale
donne´e par la plus grande des demi-diffe´rences des valeurs principales du de´viateur des contraintes. Le
crite`re pre´ce´dent (2.10) s’e´crit alors :
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#
()*XSY78R
M (2.11)
En posant Z[ le tenseur de contrainte re´alisant ;B\^]`_$a
D
;B=@?
C-b
F
.cZ
#
()*QPdZfeJ4
b
S , on e´crit le crite`re de
Dang Van en fonction des contraintes macroscopiques sous la forme :
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ou`
F
.cZ4 est la cission maximale induite par Z .
Rappelons que dans [11] c’est la version modifie´e du crite`re de Dang Van suivante
;>=@?
CmDGF
#
(+*XSnP/R
MoILKNMWOjpoq+r>7s0 (2.13)
qui est exprime´e en fonction des contraintes macroscopiques sous la forme :
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Version de Papadopoulos. La premie`re modification du crite`re pre´ce´dent a e´te´ propose´e par Papado-
poulos [1], sous la forme :
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ou` K@| et Rﬂ| sont des constantes caracte´ristiques du mate´riau, et z 9 dev
#
ZY* , correspond a` la fonction
"
suivante :
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Version modifie´e de De´perrois. Pour mieux tenir compte des chargements de´phase´s De´perrois a pro-
pose´ un crite`re qui souffrait d’incohe´rence dans sa de´finition. Nous le rendons intrinse`que de la manie`re
suivante :
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est le rayon de la plus petite hypersphe`re, de centre -

, circonscrite au trajet de chargement des
de´viateurs f6+) 135 , 

e´tant les points du trajet distants du centre de


; on de´finit   6+)
 135 comme e´tant la projection sur l’hyperplan 

(dimension 4) orthogonal a` 
5 
o

du trajet de
chargement ;

 est le plus grand de tous les rayons des petites hypersphe`res circonscrites aux trajets
de chargement projete´s sur les hyperplans 

;   comme e´tant les points du trajet sur l’hyperplan 

optimal, distants du centre de

 ; on de´finit de la meˆme manie`re

 , puis

 et

 .
2.2.2 Fatigue anisotherme
Le but est d’e´tendre les crite`res pre´ce´dents aux cas des chargements variables anisothermes. On sup-
pose que seuls la limite d’e´lasticite´ et les limites d’endurance du mate´riau de´pendent de la tempe´rature.
La condition locale d’adaptation pour un mate´riau de type von Mises a` e´crouissage cine´matique line´aire
et isotrope devient [12] :
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¼
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Il apparaıˆt que le crite`re e´crit sous la forme (2.11) n’est plus compatible avec l’e´criture anisotherme de
la condition d’adaptation. La limite
¹
»
¼
¸½`¸·)+) de´pend maintenant de la tempe´rature et donc du temps.
De plus le cisaillement À¶6+ apparaissant dans le crite`re (2.11) est calcule´ a` partir d’un centre Á
»
qui n’a
plus de sens en anisotherme. En revanche, en partant des expressions des crite`res isothermes en fonction
des grandeurs macroscopiques (2.14,2.15), et en se fondant sur la condition d’adaptation locale (2.19)
qui prend en compte les variations des limites d’e´lasticite´ en fonction de la tempe´rature, on aboutit a` des
extensions cohe´rentes de ces crite`res en fatigue polycyclique anisotherme.
Crite`re de Dang Van.
Dans le cas d’un chargement isotherme, de Dang Van, est :
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Dans le cas d’un chargement anisotherme, une extension naturelle de la version modifie´e du crite`re
donne´e dans [11], est :
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Ê
¸½k sont des fonctions caracte´ristiques du mate´riau.
La de´termination des fonctions
Ë
¸½k et
Ê
¸½k peut se faire a` partir des limites d’endurance en flexion
alterne´e Î¸½k et en torsion alterne´e ÏÐ¸½k e´value´es sur des essais effectue´s a` diffe´rentes tempe´ratures ½
constantes. On obtient ainsi :
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Crite`re de Papadopoulos.
Une extension naturelle du crite`re de Papadopoulos en fatigue polycyclique anisotherme donne´e dans
[11] est :
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¸½k sont des fonctions caracte´ristiques du mate´riau.
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Comme pour le crite`re pre´ce´dent, la de´termination des fonctions ×¶Ø1Ù¸ÚNÛ et ÜkØhÙ¸ÚkÛ peut se faire a` par-
tir des limites d’endurance en flexion alterne´e ÝÙ¸ÚkÛ et en torsion alterne´e ÞÐÙ¸ÚkÛ e´value´es sur des es-
sais effectue´s a` diffe´rentes tempe´ratures Ú constantes. On obtient ainsi : Ü Ø Ù¸ÚkÛàßáÞÐÙ¸ÚkÛ et × Ø Ù¸ÚkÛàß
Ù6ÞÐÙ¸ÚkÛgâã@ä¦å+æ
ç è
Û)é1Ù6ÞÐÙ¸ÚkÛTã@äÓå+æ
è
Û .
Crite`re de De´perrois.
Une extension naturelle du crite`re modifie´ de De´perrois en fatigue polycyclique anisotherme est :
ê
ë ì
Ù¸í<â
ê
Û¶îdïBð@ñ
òôó
× Ø Ù¸Ú`Ù6õ+Û)Ûﬂö>Ù6õ+Û÷øúù (2.22)
Le calcul de í s’effectue de la meˆme manie`re que dans le cas isotherme mais en remplac¸ant dans le
calcul des rayons íYû , íü , í è , íý et íþ les de´viateurs ßfÙ6õ+Û par ßÙ6õ)Û)é Ü Ø Ù¸Ú`Ù6õ)Û)Û
× ØUÙ¸ÚkÛ et ÜÖØhÙ¸ÚkÛ fonctions caracte´ristiques du mate´riau sont les meˆmes que pour le crite`re pre´ce´dent.
2.3 Bilan
Nous avons propose´ une extension au cas anisotherme des crite`res de fatigue polycyclique ; extension
dont la mise en œuvre nume´rique s’effectue avec les meˆmes outils que ceux utilise´s en fatigue polycy-
clique isotherme [10]. Dans ce cadre, nous avons reformule´ de manie`re a` le rendre intrinse`que le crite`re
propose´ par De´perrois & Dang Van, crite`re dont la pertinence dans le cas de chargements hors-phases a
e´te´ montre´e [9].
Le domaine de la fatigue polycyclique est sans conteste celui au LMS ou` les applications effectue´es
sont les plus nombreuses et de fac¸on concomitante la valorisation industrielle la plus large : e´tude de la
tache ovale et du squat des rails, fatigue de nombreux composants me´caniques d’automobile, structures
ae´ronautiques, etc. C’est uniquement avec un tel souci que nous [Ballard, Dang Van & Maitournam]
avons de´veloppe´ et commercialise´ un logiciel de calcul a` la fatigue polycyclique des structures, SOL-
STICE, acquis par plus d’une dizaine de socie´te´s. Cela a bien suˆr ne´cessite´ la recherche d’algorithmes
performants pour une de´termination nume´rique rapide des diffe´rents crite`res.
2.4 Perspectives en fatigue
Les premie`res perspectives de notre de´marche en fatigue portent sur l’extension de l’approche macro-
me´so en fatigue polycyclique aux mate´riaux anisotropes et e´ventuellement non me´talliques et aux char-
gements variables (proble`me d’inte´reˆt re´el). Un autre proble`me important est celui de l’endurance limite´e
en d’autres termes de l’introduction de la notion de nombre de cycles a` la rupture de manie`re plus rigou-
reuse que ne le fait actuellement l’Industrie sur le crite`re de Dang Van (travail de´ja` initie´ par F. Morel
[13]). Une fois ce travail ache´ve´, il s’agira ensuite de mettre au point une de´marche ayant un fondement
me´canique permettant la prise en compte de chargements variables (pas forcement par la recherche d’un
chargement cyclique e´quivalent).
Ceci nous me`nera naturellement vers la formulation d’une approche unifie´e de la fatigue partant de la
fatigue oligocyclique jusqu’a l’endurance illimite´e. Celle-ci assurera une synthe`se de travaux au sein de
notre e´quipe par [Charkaluk & Constantinescu, 4], qui ont propose´ un crite`re e´nerge´tique pour la fatigue
thermique a` faible nombre de cycles, et des travaux relatifs a` la fatigue polycyclique. Rappelons que cette
dernie`re est fonde´e sur le concept d’adapatation (donc d’e´nergie dissipe´e borne´e).
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Chapitre 3
Fatigue des rails
3.1 Proble´matique
La fatigue de roulement (RCF) est un proble`me important et pre´occupant pour toutes les compagnies
de chemins de fer. Rappelons que certains situent le de´but des e´tudes a` la fatigue avec l’accident (rup-
ture d’un essieu) de train Versailles-Paris en 1842. Depuis cette date, les recherches sur la fatigue de
roulement, et notamment les avaries des rails, n’ont cesse´. Les de´fauts apparaissant dans les rails sont
de diffe´rentes natures, e´voluant avec les ame´liorations des mate´riaux et du mate´riel. Ainsi, jusqu’aux
anne´es soixante-dix, la tache ovale est fre´quemment rencontre´e sur les voies; cette fissure s’amorce dans
le champignon du rail, a` partir d’impurete´s, a` une profondeur de l’ordre de quelques millime`tres. Elle
se propage vers le bas, dans la direction du roulement, suivant un plan faisant un angle d’environ 30

avec la verticale. Elle peut conduire, en stade final, a` une rupture brutale du rail. Elle pose un proble`me
d’amorc¸age de fissure de fatigue a` grand nombre de cycles et de propagation de fissure de fatigue. Pa-
ralle`lement, le shelling est observe´ dans les conge´s de roulement des rails en courbes ; c’est un e´caillage
de´butant aussi en profondeur et se terminant par un de´fibrage du conge´ de roulement. Il est associe´ a`
des cycles de de´formation plastiques et s’apparente donc a` un proble`me de fatigue a` faible nombre de
cycles. Actuellement, le squat et le head-check sont les de´fauts majeurs observe´s sur les voies. Le squat
est rencontre´ en alignement ou sur des grandes courbes ; ce sont des fissurations qui s’amorcent dans
certaines zones de la surface de roulement et quand elles atteignent une certaine taille (autour de cinq
millime`tres) elles sont susceptibles de se propager vers le bas pour former une fissure transverse qui se
propage assez rapidement pour exiger un suivi de pre`s. Les head-checks quant a` eux, apparaissent en
courbes ; ils s’initient du cote´ de la joue active et peuvent se joindre entraıˆnant une rupture de la joue.
L’e´volution de la nature des de´fauts observe´s est lie´e d’une part a` celle me´tallurgique des aciers a` rail
(dans les anne´es soixante les rails contenaient beaucoup d’inclusions), d’autre part a` l’augmentation de
la puissance et de la charge par essieu.
Les recherches entreprises par la SNCF en collaboration avec les fabricants de rails et les laboratoires
de recherches universitaires visent a` comprendre les conditions d’apparition de ces de´fauts, a` pouvoir
suivre leurs e´volutions afin d’e´tablir les pe´riodicite´s des inspections qui garantiront un maximum de
se´curite´. Ainsi, la SNCF a besoin de re´ponses quantitatives ; ceci a motive´ tous nos travaux sur ce sujet.
Pour atteindre cet objectif quantitatif, il faudrait re´soudre plusieurs proble`mes.
(i) Le premier est l’e´valuation de l’e´tat thermome´canique du rail soumis au roulement re´pe´te´ ; en
raison de la taille de la zone de contact, les contraintes de´passent la limite d’e´lasticite´ initiale du mate´riau
qui plastifie lors des premiers passages du chargement ge´ne´rant ainsi des contraintes re´siduelles dont le
roˆle sur la tenue a` la fatigue peut eˆtre non ne´gligeable. De plus, comme on le verra dans l’e´tude du squat,
le contact re´el re´sultant de la dynamique du syste`me rail/ve´hicule est complexe avec des distributions
de contraintes de contact normale et tangentielle de formes complique´es, dont certains effets ne peuvent
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eˆtre mode´lise´s que par une e´tude tridimensionnelle.
(ii) La seconde difficulte´ re´side dans la pre´diction des dommages qui sont bien suˆr lie´s a` la nature de
l’e´tat stabilise´ de roulement. Dans tous les cas, il est indispensable de disposer de crite`res multiaxiaux
applicables a` de structures subissant des champs complexes de contraintes et de de´formations ane´las-
tiques.
Pour re´soudre le proble`me (i), nous avions de´veloppe´ la me´thode stationnaire capable de de´terminer
l’e´ventuel e´tat stabilise´ de roulement pour n’importe quel type de lois de comportement, soit directement
soit en suivant l’e´volution passage par passage. La pre´sentation de ces me´thodes a e´te´ faite au chapitre 1.
En ce qui concerne le second proble`me, nous utilisons dans le cas de la fatigue a` grand nombre de
cycles, le crite`re propose´ par Dang Van dont les fondements sont pre´sente´s par exemple dans [12–15].
Dans le cas de la fatigue a` faible nombre de cycles, nous utilisons la loi de Manson-Coffin e´tendue
au cas tridimensionnel. Dans ce qui suit, nous allons montrer comment la mise en œuvre de tous ces
outils permet d’effectuer de pre´dictions quantitatives sur l’amorc¸age de tous ces de´fauts, en insistant
particulie`rement sur le squat.
3.2 Me´thodes nume´riques pour la de´termination de
l’e´tat limite et de la fatigue
3.2.1 Pre´sentation du proble`me
La de´termination de l’e´tat thermome´canique de roulement est la premie`re e´tape pour comprendre et
pre´voir les diffe´rents endommagements apparaissant dans le rail. Comment nous l’avions de´ja` montre´,
cette taˆche pre´sente des difficulte´s dues a` la plasticite´ ge´ne´re´e par les pressions e´leve´es de contact. La
simulation de tels proble`mes par l’utilisation de me´thodes nume´riques incre´mentales ne´cessitant des
translations de chargement est quasi impossible du fait du temps de calcul prohibitif. Rappelons aussi
l’utilisation pour ce proble`me de la me´thode simplifie´e de Zarka et al. [16] notamment par Keer and al.
[17–19]. Les insuffisances d’une telle approches sont connues : mise a` part une e´valuation approche´e de
la de´formation plastique, c’est surtout la difficulte´ dans le cas thermome´canique de re´aliser de couplages
forts. Ce sont les raisons pour lesquelles nous utilisons syste´matiquement les me´thodes stationnaires
(passage par passage et directe), e´tendue si ne´cessaire au cas thermome´canique couple´e. Le couplage est
re´alise´ par l’e´ventuelle variation des constantes me´caniques en fonction de la tempe´rature et la pre´sence
des de´formations thermiques dans la partie me´canique et par la pre´sence de sources volumiques de
chaleur dues aux de´formations ane´lastiques, aux variables internes, au couplage thermoe´lastique, de
dissipations interfaciales dues au frottement et aux micro-glissements [Dang Van et Maitournam, 4].
3.2.2 Traitement nume´rique de la fatigue
3.2.3 Les crite`res de fatigue
Nous avons utilise´ deux types de crite`res de fatigue pour la pre´diction the´orique de l’amorc¸age de
fissure dans le rail. Dans le cas de la fatigue a` faible nombre de cycles, cas ou` le rail subit des cycles
de de´formations plastiques, la loi de Manson-Coffin est utilise´e pour pre´dire le nombre de cycles a`
l’amorc¸age [Maitournam, 1].
Dans le cas de la fatigue a` grand nombre de cycles, c’est l’approche de Dang Van [12–14] qui est
utilise´e. Rappelons dans dans sa formulation actuelle, elle ne donne pas le nombre de cycles a` la rupture,
mais seulement permet de discerner parmi tous les trajets de chargement ceux qui sont endommageants
de ceux qui ne le sont pas. Le crite`re s’exprime comme l’ine´galite´ suivante, portant sur les contraintes
3.3. E´TUDE DE LA TACHE OVALE, DU SHELLING ET DE L’USURE 41
me´soscopiques sur tout le cycle :
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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ou`
	
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
sont respectivement le cisaillement me´soscopique maximal et la pression hydrostatique
a` l’instant

,

and
ﬂ
sont des caracte´ristiques du mate´riau de´termine´es par deux essais classiques de
fatigue. Par exemple, elles sont relie´es aux limites de fatigue classiques  "!$# (flexion alterne´e) et

!$#
(torsion alterne´e) par :
a %
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En pratique, la re´sistance de la structure a` la fatigue est e´value´e point par point, d’une des manie`res
suivantes.
/ La premie`re est la repre´sentation dans le diagramme (

,
	
) des quantite´s (
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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
) en chaque
point. Dans ce diagramme, les deux constantes

and
ﬂ
de´finissent un domaine de se´curite´ ou` il n’y
a pas de fissures de fatigue, qui est la re´gion (
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213ﬂ
).
/ La seconde manie`re est l’e´valuation en tout point de la quantite´ 45%  
)6	
&

&
ﬂ7
*
ﬂ

.
Une valeur positive de 4 est synonyme de fatigue.
Ces deux repre´sentations sont utilise´es pour analyser le comportement a` la fatigue a` grand nombre
de cycles des rails. Ainsi les pre´dictions de tache ovale et de squat sont fonde´es sur ce crite`re.
3.3 E´tude de la tache ovale, du shelling et de l’usure
Toutes ces e´tudes ont e´te´ effectue´es en de´formations planes. Dans un premier temps nous sommes
inte´resse´s a` l’e´valuation de cartes d’e´tats stabilise´s sous roulements a` l’instar de celles obtenues analy-
tiquement par Johnson [5–10]. Rappelons que l’inte´reˆt de ces diagrammes, e´tablis en re´gime de glisse-
ment total ou partiel, est, pour un re´gime de fonctionnement donne´, de connaıˆtre d’emble´e la nature de
l’e´tat limite et la localisation des points critiques vis-a`-vis de l’e´coulement plastique. L’apport de notre
mode´lisation nume´rique par rapport a` l’e´norme travail analytique de Johnson est de donner aussi les
contraintes et leurs e´volutions en tout point de la structure ouvrant ainsi la voie a` une e´tude quantitative
en fatigue. Ainsi l’application d’un crite`re de fatigue aux cycles de contraintes obtenus pour diffe´rentes
conditions de fonctionnement conduit a` enrichir les diagrammes de Johnson en rajoutant les localisations
des points d’amorc¸age de fissures de fatigue pour obtenir des diagrammes de d’adaptation et de fatigue.
Cette de´marche peut eˆtre retrouve´e dans [3]. Une illustration est donne´e sur la figure (3.1) e´tablie dans le
cas de glissement total ; ainsi la tache ovale est le de´faut apparaissant pour un point de fonctionnement
dans la re´gion (1) : initiation en profondeur, fatigue a` grand nombre de cycle entre raison de l’e´tat stabi-
lise´ e´lastique (adaptation). En revanche la re´gion (2) correspond a` de l’amorc¸age en surface qui en cas
d’accommodation conduit au shelling. En cas de frottement important, l’e´coulement plastique peut eˆtre
important ce qui conduit a` de l’usure se´ve`re.
La me´thodologie est maintenant applique´e au cas tridimensionnel. Nous conside´rons un rail de pro-
fil UIC 60 constitue´ d’un acier suppose´ comme un mate´riau e´lastoplastique a` e´crouissage cine´matique
line´aire de caracte´ristiques : E = 210 GPa, 8 = 0.3, 9;: = 237 MPa, C = 20 GPa. La charge mobile
est de´finie par

=10mm et <=
*-9>: =4.25. Les limites de fatigue de l’acier sont :  ?!$# = 460MPa and

!$# =
270MPa.
L’e´tat stabilise´ obtenu est une adaptation.L’application du crite`re de fatigue de Dang Van conduit a` la
de´termination du point critique vis-a`-vis de l’amorc¸age de fissure de fatigue a` grand nombre de cycles.
La figure (3.2) montre les isovaleurs d’un tel crite`re ainsi que le trajet de chargement au point critique.
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et trajet de chargement au point critique.
3.4 E´tude du squat
3.4.1 Le proble`me du contact 3-D
Une analyse bidimensionnelle se re´ve`le inefficace dans l’e´tude de la pre´vision du squat. En effet
toutes les e´tudes effectue´es en 2-D avec le chargement nominal de service conduisent a` une absence de
fissuration du rail.
La figure 3.3 montre une micrographie d’un squat, fissure de quelques centaines de microme`tres de
taille, apparaıˆt dans une zone pre´sentant de la de´formation plastique avec en plus une couche superficielle
tribologiquement transforme´e (TTS). Un examen micrographique (figure (3.4))de toute la zone a` squat
montre diffe´rentes orientations de couchage de fibres (en partant de la joue active vers la joue non active,
on observe une inversion du couchage), le squat apparaissant plutoˆt dans la zone centrale.
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Figure 3.3: Fissuration de type squat (IRSID)
Figure 3.4: Observations des orientations des bres sous la surface de
roulement (IRSID): le squat apparat dans la zone centrale
Ces observations sont en accord avec les calculs de dynamique du syste`me rail/ve´hicule effectue´s
par l’INRETS et fonde´s sur les me´thodes de Kalker [20]. L’e´volution du contact et des distributions des
contraintes de contact est complexe comme cela est sche´matise´ sur la figure (3.5). Le contact rail/roue
peut s’effectuer en plusieurs points. Les contraintes tangentielles de contact qui en re´sultent, en raison du
mouvement ”sinusoı¨dale” sont beaucoup plus importantes (elles atteignent 500MPa) que les contraintes
nominales calcule´es dans l’hypothe`se d’un mouvement rectiligne avec glissement partiel. Quant aux
contraintes normales, leur valeur maximale peut atteindre 1.6 GPa.
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Figure 3.5: Exemple d’ ·evolution du contact rail/roue (20).
3.4.2 E´valuation de l’e´tat me´canique du rail
Il s’agit de simuler le mouvement de´crit pre´ce´demment, et de de´terminer l’e´tat stabilise´ de roulement
auquel il conduit. Pour cela on simule les passages successifs de se´quence de charges mobiles. Chaque
se´quence repre´sentant le mouvement pre´ce´dent est compose´e d’un nombre fini de charges constantes
mobiles : par exemple les quatre charges de la figure (3.5) constituent une se´quence.
Le calcul tridimensionnel est alors effectue´ passage par passage en utilisant la combinaison calcul-
stationnaire-e´le´ments finis-se´ries de Fourier. Nous pre´sentons dans ce qui suit un seul exemple de cal-
cul ou` le chargement est mode´lise´ par des se´quences constitue´es de huit charges mobiles. Le maillage
d’une section transverse du rail est montre´ sur la figure (3.7). Les caracte´ristiques e´lastoplastiques du rail
comme un mate´riau e´lastoplastique de von Mises a` e´crouissage cine´matique line´aire sont : E = 210 GPa,
V = 0.3, WYX = 550 MPa, C = 20 GPa. Sur la figure (3.7), on montre une distribution des contraintes
e´quivalentes dans la section centrale (sous charge) du rail apre`s le passage de la seconde charge de la
se´quence.
3.4.3 Pre´diction du squat et comparaison avec les observations
Dans ce cas, l’e´tat stabilise´ e´tant adapte´, le rail est susceptible de se fatiguer a` grand nombre de
cycles. Le crite`re de fatigue de Dang Van dans sa forme traditionnelle est alors applique´ au cycle de
contraintes stabilise´. Les limites de fatigue du mate´riau sont : Z"[$\ = 450 MPa and ]+[$\ = 270 MPa. Sur
la figure (3.8), on montre des trajets de chargement obtenus en diffe´rents points de la surface du rail
(joue active, zone centrale, joue non active) : comme on peut le constater, la fissure (squat) apparaıˆtra
pre´fe´rentiellement dans la zone centrale.
3.5 Conclusion et perspectives
Cette e´tude comple`te des de´fauts du rail n’a pu eˆtre mene´e que graˆce a` la collaboration de la SNCF
qui fournit non seulement les caracte´ristiques du mate´riels roulants et de la voie, mais aussi toutes les
observations effectue´es sur le terrain, de la Side´rurgie, des Laboratoires de recherche applique´e et fon-
damentale.
Elle nous a permis de mettre au point une de´marche comple`te alliant la mise au point de me´thodes
nume´riques spe´cifiques au roulement, leur perfectionnement, l’utilisation de crite`res de fatigue pertinents
pour permettre des pre´dictions quantitatives.
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Figure 3.8: Pr·ediction de la fatigue : trajet de chargement en diff ·erents
points de la surface
C’est une travail qui se poursuit et dont les de´veloppements futurs pourraient eˆtre :
^ une meilleure prise en compte des chargements d’amplitude variable, ce qui constitue de´ja` le pro-
longement possible de nos e´tudes en fatigue polycyclique ;
^ l’e´tude des transformations tribologiques de surfaces, notamment les couches blanches observe´es
sur les rails et qui apparaissent comme un exemple de changement de phase me´tallurgique ou` la
contrainte semble jouer un roˆle primordial ;
^ et enfin le proble`me de l’usure des rails (comme celui du meulage pour lutter contre la fatigue
superficielle).
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Chapitre 4
Application au fretting-fatigue
4.1 Proble´matique
Ce chapitre constitue une application des me´thodes nume´riques de calcul de structures sous charge-
ments cycliques et de pre´vision de la dure´e de vie en fatigue que nous avions de´veloppe´es a` un proble`me
particulier d’endommagement de contact : le proble`me du fretting-fatigue.
Le ”fretting” de´signe l’endommagement induit par le contact entre deux solides soumis des de´batte-
ments de faible amplitude. Ces derniers en ge´ne´ral n’entraıˆnent pas de glissement total entre les surfaces
en contact, mais produisent des glissements partiels (de l’ordre de quelques microns a` quelques centaines
de microns) dans une certaine zone du contact et une adhe´rence dans le reste du contact. Ce phe´nome`ne
se rencontre dans les assemblages me´caniques de pie`ces localement en compression et soumises a` des
vibrations ou des fluctuations d’efforts. Dans le domaine de l’ae´ronautique, il est responsable de la di-
minution de la dure´e de vie des pie`ces d’he´licopte`res et d’avions, telles que les chapes, les structures
rivete´es : il est crucial de le prendre en conside´ration dans la maintenance des avions aˆge´s. Il se mani-
feste aussi dans les essieux des trains par suite des petits de´battements induits par les flexions rotatives
au voisinage des zones de calage de roues sur les essieux-axes, comme au niveau he´lices ou des aubes
de moteurs de navires et d’avions. Le secteur du baˆtiment et des travaux publics n’est pas a` l’abri des
avaries cause´es par le fretting notamment la rupture des caˆbles utilise´s dans la construction des ponts
suspendus ou a` haubans du fait des frottements et des flexions re´pe´te´s de service au voisinage de leur
point d’ancrage.
Le fretting est responsable d’une compe´tition de divers endommagements tels que l’usure, la cor-
rosion et la fissuration de fatigue. Selon le mode de sollicitation, mais en re´alite´ selon surtout le type
pre´dominant de de´gradation, on parle de fretting-wear, de fretting-corrosion ou de fretting-fatigue. Le
mode de fissuration est le plus dangereux pour la tenue des pie`ces en service. Le fretting agit comme
facteur de re´duction de la dure´e de vie de structure. Ainsi, dans certains cas, le fretting re´duit la limite de
fatigue jusqu’a` de 60%. C’est pour cela qu’il constitue la pre´occupation majeure des concepteurs. Son
importance ge´ne´re´ beaucoup des travaux expe´rimentaux qui ont e´te´ mene´s pour donner des solutions
et des re`gles pratiques aux bureaux d’e´tudes devant concevoir des pie`ces soumises au fretting. Pendant
longtemps, l’influence du fretting sur la fatigue est traduite en terme d’ ”abattement” par rapport a` la
limite nominal de fatigue.
Les e´tudes the´oriques effectue´es sur le fretting souffraient de deux types de lacunes. Le premier e´tait
lie´ au calcul des contraintes induites par le contact oscillatoire. Celui est en ge´ne´ral e´lastique, analytique.
Ce calcul n’est plus valable lorsqu’on est pre´sence de de´formation plastique [Waterhouse, 38]. Il est
alors ne´cessaire d’effectuer des calculs ane´lastiques jusqu’a` l’obtention de l’e´ventuel e´tat stabilise´. Le
deuxie`me type de lacunes e´tait lie´ aux crite`res d’endommagement utilise´s notamment pour l’amorc¸age
de fissures de fatigue. Divers crite`res spe´cifiques ont e´te´ propose´s, comme le crite`re de Ruiz mis au point
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pour des conditions particulie`res d’essais et de mate´riaux et dont de nombreux travaux ont montre´ le
manque de ge´ne´ralite´.
Il s’agit pour nous, de mettre au point une de´marche permettant de pre´voir par le calcul le type
de dommage ainsi que l’amorc¸age de fissurations de fretting. Pour atteindre cet objectif, nous avons
collabore´ avec le Laboratoire de Tribologie et des Syste`mes dynamiques de l’E´cole Centrale de Lyon
spe´cialiste des essais dans le domaine. Nous allons succinctement parle´ de la de´marche expe´rimentale
pour surtout e´voquer la me´thodologie globale que nous avons adopte´e et applique´e. Il s’agit pour le calcul
des contraintes dues aux contacts re´pe´te´s de la me´thode cyclique directe, me´thode qui a initialement e´te´
de´veloppe´e pour ce proble`me particulier, et pour la fatigue a` grand nombre de cycles de l’utilisation
syste´matique des crite`res ”macro-meso” de´veloppe´s par Dang Van et al.
4.2 E´tude expe´rimentale du fretting
4.2.1 Dispositifs expe´rimentaux
Jusqu’a` pre´sent, la de´marche expe´rimentale est primordiale dans l’e´tude du fretting. Elle vise a`
d’une part a` comprendre le phe´nome`ne lui-meˆme, l’interaction des diffe´rents processus me´caniques,
me´tallurgiques et chimiques (plasticite´, changements de phase, corrosion, fissuration, etc.), a` e´tablir
des crite`res de se´lection de mate´riaux et de traitements de surface. Deux types d’essais sont effectue´s
[9, 10, 26, 34, 36].
` L’essai de fretting-wear (figure 4.1), constitue´ d’un e´chantillon fixe dont on veut tester la re´sistance
au fretting mis en contact avec un poinc¸on mobile. Le poinc¸on peut eˆtre de diverses formes, en
ge´ne´ral cylindrique ou sphe´rique. Un effort normal constant a est exerce´ sur le poinc¸on. Ce dernier
subit un mouvement oscillatoire de faible amplitude, dont le de´battement b est fixe´. La valeur de
l’effort tangentiel c est mesure´e tout au long de l’essai. Cette configuration est surtout utilise´e
pour e´tudier l’usure d’ou` le nom de fretting-wear.
N
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Echantillon 
fixe
Support fixe Piston mobile
Poincon
mobile
Figure 4.1: Sch·ema du montage exp·erimental du fretting
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d L’essai de fretting-fatigue (figure 4.2), constitue´ par exemple d’une e´prouvette mince d’une cer-
taine e´paisseur, sur laquelle est fixe´ un patin de forme cylindrique ou sphe´rique appuye´ contre la
surface de l’e´prouvette avec un effort normal e . Elle est soumise a` une contrainte de fatigue fhgij .
Un mouvement relatif entre l’e´prouvette et le patin, de de´battement re´pe´titif, est induit par la sol-
licitation de fatigue fkgij . L’effort tangentiel lmgij est mesure´ dans le bras. Cette configuration est
surtout utilise´e pour e´tudier la fissuration dont la propagation, apre`s amorc¸age, est favorise´e par le
champ de contrainte re´gnant dans l’e´chantillon.
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Figure 4.2: Sch·ema du montage exp·erimental du fretting-fatigue (Pe-
tiot)
4.2.2 Re´gimes de contact en fretting ; cartes de fretting
L’analyse des re´sultats d’essais de fretting est effectue´e en termes de conditions de glisssement, et
d’effort tangentiel. Ainsi, l’e´volution de ce dernier en fonction du de´battement et du nombre de cycles
donnent des courbes appele´es ”buˆche de fretting” [Vincent et al., 33, 36]. Diffe´rents re´gimes de glisse-
ment, fonctions de la courbe stabilise´e obtenue sont re´pertorie´s (figure 4.3).
d Re´gime de collage. La courbe stabilise´e effort tangentiel-de´placement est quasiment line´aire pour
ces petites amplitudes de de´battement. Le de´battement impose´ est (presque) entie`rement accom-
mode´ au niveau des e´chantillons de manie`re e´lastique. Dans ce re´gime, on n’observe pas de de´gra-
dations.
d Re´gime mixte. Lorsque l’amplitude du de´battement est plus grande, les boucles de fretting prennent
une forme elliptique. Un glissement notable apparaıˆt en pe´riphe´rie de la zone de contact. Ce re´-
gime est associe´ a` de la fissuration en bordure de la zone de contact ainsi qu’a` de l’usure douce
limite´e.
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Figure 4.3: R·egimes de fretting
n Re´gime de glissement total. Ce mode correspond a` un glissement total des surfaces des deux
e´chantillons. Les boucles de fretting prennent une forme de paralle´logramme avec un palier de
l’effort tangentiel correspondant a` la phase de glissement total. La longueur de ce palier donne le
de´placement re´el a` l’interface. Ce re´gime est caracte´rise´ par un creusement notable au niveau de
la zone de contact re´ve´lant ainsi une usure importante.
4.2.3 Cartes de fretting
Les re´ponses expe´rimentales de la structure sont analyse´es en termes de cartes de fretting. La carte
de´finissant les diffe´rents re´gimes de glissement a e´te´ introduite par Vingsbo et al. [35] et comple´te´e
par Vincent et al. [34] : c’est la RCFM (Running Condition Fretting Map). Puis la MRFM (Material
Response Fretting Map) donnant les types de de´gradations obtenues pour les diffe´rents types de re´gimes,
est e´tablie. La figure (4.4) est un exemple de telles cartes, montrant les types d’endommagements pour
un essai de fretting sur un alliage d’Aluminium [Zhou, 36]. Ainsi, on distingue les types suivants de
re´ponses du mate´riau.
n Non de´gradation. Elle survient en re´gime de collage, ou` jusqu’au de´la` du million de cycles, au-
cune de´gradation des e´chantillons n’est re´ve´le´e par l’expertise me´tallographique et la microscopie
optique. Le profil du plan apre`s coupe ne pre´sente pas de fissures et ne re´ve`le aucune trace d’usure.
n Fissuration. Elle apparaıˆt en re´gime mixte avec des fissures qui s’amorcent en surface (figure 4.5)
et se de´veloppent en pe´riphe´rie de contact de manie`re syme´trique. Les fissures se propagent, tout
d’abord, de fac¸on oblique vers l’inte´rieur de la zone de contact puis tournent pour devenir per-
pendiculaires a` la surface. D’autres fissures de moindre importance, peuvent se de´velopper pre`s
des bords, dans la zone de contact ; Elles s’arreˆtent en ge´ne´ral assez rapidement. L’examen de
la surface montre des faibles traces d’usure en pe´riphe´rie. La re´ponse en re´gime mixte est donc
essentiellement de la fissuration.
n De´tachement de particules. Il a lieu en re´gime de glissement total et se traduit par une usure se´ve`re.
Une coupe des e´chantillons en profondeur montre le creusement du profil duˆ au de´tachement de
particules de la zone de contact. Les coupes micrographiques ne re´ve`lent pas de fissures. Celles-ci
peuvent s’initier mais sont e´limine´es par l’usure.
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Figure 4.4: Carte de sollicitation et de r ·eponse du mat ·eriau, d’apr es
Zhou (1992)
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Figure 4.5: Fissuration et usure dues au fretting, d’apr es Zhou
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4.3 Pre´diction de l’endommagement en fretting-fatigue
4.3.1 Me´thodologie
L’e´tude expe´rimentale du fretting a ainsi abouti a` l’e´tablissement de cartes de fretting (RCFM et
MRFM) qui, en fonction des sollicitations exte´rieures, donnent la nature des endommagements e´ventuels
subis par l’e´chantillon (non de´gradation, fissuration ou usure). Meˆme si ces cartes permettent de com-
prendre qualitativement le lien entre le glissement et les avaries, elles peuvent difficilement permettre de
dimensionner une structure vis-a`-vis du fretting lorsque les e´chelles ou les configurations de celle-ci sont
trop diffe´rentes de celles ayant servi a` leurs e´tablissements. C’est donc pourquoi, une de´marche quanti-
tative intrinse`que applicable aux structures est ne´cessaire. Dans ce but, nous avons conside´re´ les disposi-
tifs de fretting comme des structures auxquelles nous avons applique´ une approche classique ne´cessitant
seulement la mise au point d’une me´thode nume´rique approprie´e. Cette me´thodologie de´couple´e, ou` on
suppose l’e´tablissement d’un re´gime me´canique stabilise´ avant l’endommagement, comprend :
o le calcul, par la me´thode cyclique directe, de l’e´tat de contraintes a` l’e´tat stabilise´ sous le char-
gement cyclique de fretting fatigue : cet e´tat nous renseignera sur la nature du re´gime de fretting ;
adaptation signifiera fatigue a` grand nombre de cycles et fissuration ; accommodation e´quivaudrait
a` fatigue a` nombre de cycles et usure ; enfin rochet entraıˆnera de l’usure se´ve`re ;
o l’application du crite`re d’avaries ad hoc ; ainsi dans le domaine de la fissuration nous montrons
que l’utilisation d’un crite`re de fatigue multiaxiale comme celui de Dang Van, permet de pre´dire
l’amorc¸age des fissures ; dans le domaine de l’usure, nous montrons que la structure est accommo-
de´e, mettant ainsi en e´vidence le me´canisme d’usure par plasticite´ superficielle cyclique.
Dans ce me´moire, nous rappelons seulement l’interpre´tation et la simulation nume´rique des essais
effectue´s par par Petiot [26] sur l’acier 32CDV13 utilise´ dans les rotors d’he´licopte`res a` l’Ae´rospatiale.
Cette e´tude comprend en grande partie des travaux effectue´s lors de la the`se de Maouche [22]. Il s’agit
donc en conside´rant l’e´prouvette comme une structure de donner une interpre´tation nume´rique comple`te
de la carte de fretting (fig. 4.6).
4.3.2 Structure e´tudie´e
Le montage conside´re´ est celui de la figure (4.2). Il est constitue´ d’e´prouvette plane et de deux patins
cylindriques de diame`tre de 10 mm venant s’appuyer avec un effort normal constant p sur deux faces
oppose´es de celle-ci. Toutes les donne´es ge´ome´triques et me´caniques de l’essai sont pre´sente´es [26].
L’e´prouvette est soumise a` une sollicitation de fatigue qhrst variant entre u?vxw
qzy|{} et q~y{} qui conduit a`
un de´placement du patin a` petite amplitude de de´battement. Un syste`me d’acquisition donne, a` l’aide de
jauges fixe´es dans le bras, la de´formation dans ce dernier et donc aussi l’effort tangentiel mrst pendant
le cycle. Les essais sont re´alise´s a` une fre´quence de -u Hz. L’e´prouvette est en acier 32CDV13 qui
est un mate´riau utilise´ dans les pie`ces tournantes d’he´licopte`res. Le patin est en acier 100C6 beaucoup
plus dur utilise´ dans les bagues. Le tableau 4.1 donne les proprie´te´s me´caniques de l’acier 32CDV13 de
l’e´chantillon et de l’acier 100 C6 du patin.
Les limites de fatigue du 32CDV13 obtenues par des essais de fatigue classiques en flexion et en
torsion alterne´e sont :
La carte de fretting-fatigue e´tablie pour cet essai est reporte´e sur la figure 4.6.
4.3.3 De´finition du chargement
Comme nous l’avions de´ja` annonce´, la de´termination de l’e´tat stabilise´ sous le chargement cyclique
du contact oscillant est la premie`re e´tape de notre mode´lisation. En fait, nous avons pre´fe´re´ simplifier
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" ~ E C Durete´
(MPa) (MPa) (GPa) (GPa) (Hv)
32CDV13 980 1140 215 60 360
100C6 1700 2000 210 62
Tableau 4.1: Propri ·et ·es m·ecaniques des aciers 32CDV13 et 100C6
( " limite d’ ·elasticit ·e en traction, J limite de rupture en
traction, E module de Young, C module d’ ·ecrouissage
cin·ematique)
Limite de fatigue en flexion alterne´e 594 MPa
Limite de fatigue en torsion alterne´e 380 MPa
Tableau 4.2: Limites de fatigue du mat ·eriau
en ne traitant pas le proble`me du contact, mais en utilisant une estimation des contraintes de contact
normales et tangentielles, effectue´e par Nowell et Hills [25] pour le fretting-fatigue. Ces derniers les
calculent analytiquement conside´rant un cylindre e´lastique soumis a` un effort normal  en contact avec
un demi-espace e´lastique a` un effort tangentiel  et a` une contrainte en volume  , avec une loi de
frottement de Coulomb.
Les distributions de contraintes de contact obtenues, ainsi que les zones de glissement ou de collage
(de largeur c) sont donne´es dans [Maouche et al., 23].
Dans les conditions de l’expe´rience de fretting-fatigue de´crite auparavant, l’effort de cisaillement
mŁ est lie´ a` la contrainte cyclique de fatigue kŁ . L’effort ne peut eˆtre connu qu’en faisant un calcul
de structures en maillant le patin et l’e´prouvette et en mettant des e´le´ments de contact a` l’interface. Le
calcul quoique couˆteux a e´te´ effectue´ par Petiot [26].
On rappelle que, dans les essais, sont impose´s l’effort normal  et l’effort de fatigue  , sont mesure´s l’ef-
fort tangentiel  et le coefficient de frottement  . Le chargement conside´re´ pour l’e´prouvette mode´lise´e
par un demi-espace infini correspond a` :
 une pression normale hertzienne constante : JŁ(J
 



ou` ~ et  sont calcule´s a` partir du contact non conforme patin cylindrique de rayon 

 sur
la facette plane ﬁ  de l’e´prouvette (Le calcul ge´ne´ral Hertzien est pre´sente´ dans l’annexe B).
Pour les valeurs de l’effort normal impose´ dans l’intervalle [ ¡-¢¤£2¥
7¦
¢¤£ ], la pression maximum
de Hertz ~ est de ce fait dans l’intervalle [545 MPa,720 MPa] et la demi-largeur de Hertz est dans
la gamme [50 $ ,60 $ ].
 Une contrainte de fatigue kŁ variant entre $§|¨ª©«¬¢?­

~§®¯ et J§|®¯ .
 Des contraintes tangentielles re´sultant de l’effort tangentiel cyclique qu’on de´finira par la suite.
A partir des re´gimes de glissement (partiel ou total) observe´ expe´rimentalement et des valeurs de
l’effort tangentiel maximum mesure´ a` l’e´tat stabilise´, on adopte pour l’effort tangentiel et les contraintes
tangentielles les cycles stabilise´s de´finis ci-dessous.
 Glissement partiel. Il survient en re´gime de collage ou en re´gime mixte. Les courbes mŁ

kŁ (boucles de fretting) a` l’e´tat stabilise´ sont quasiment line´aires avec une forme elliptique plus
prononce´e pour le cas de re´gime mixte. La relation entre kŁ et mŁ est choisie line´aire :
mŁ¬°±kŁ
ou` : °²3J§|®¯)³¤~§|®¯ et J§|®¯ est l’effort tangentiel maximum mesure´.
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On va simuler les points correspondant aux ( ´$µ|¶· , ¸ ) indique´s sur la carte de fretting (figure 4.6).
Le tableau 4.3 donne les valeurs des parame`tres pour les points simule´s:
¸º¹6»5¼ ´ µ¶· ¹6½¾¸À¿?¼ Á µ¶· ¹6»5¼ (mesure´)
140 600 97
140 350 53
140 500 65
100 400 58
100 600 80
Tableau 4.3: Points simul ·es en r·egime en glissement partiel
On remarque que
´
Â?ÃÄÆÅÈÇ
¹ÊÉÌËÎÍ ÉkË5ÁÌÏ
Â
¸ﬁ¼ pour toutes les valeurs du tableau, ce qui signifie
que les contraintes tangentielles ont le profil de la figure 4.7 avec une zone d’adhe´rence excen-
tre´e. L’excentricite´ est peu importante (de l’ordre de Ð?ÑÓÒ-¿ ) dans les cas envisage´s. Hills 25 montre
analytiquement qu’il existe peu de diffe´rence entre les calculs effectue´s avec ces contraintes tan-
gentielles et avec celles re´sultant des distributions de Mindlin. Nous avons adopter pour notre
mode´lisation des contraintes tangentielles de Mindlin.
L’effort tangentiel de´crit un cycle entre Á µ|ÔÖÕ et Á µ|¶· non syme´trique et les contraintes tangen-
tielles deviennent cycliques au bout d’un demi cycle de chargement.
q (x)
x
+a-a
c c
1
2
zone d'adhrence
T
Figure 4.7: Contraintes tangentielles en fretting-fatigue
En A (figure 4.8) ( ÁØ×ÙÁ µÚÔªÕ ), les contraintes tangentielles sont la superposition de celles re´sul-
tantes du chargement pendant le premier demi-cycle jusqu’a` Á
µ|¶·
et de celles obtenues durant la
de´charge de la quantite´ ÛmÁÎ×3Á µÚÔªÕ Ë5Á µ|¶· .
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ì+íîï est donne´ par :
ì í|îï
ð ñ òóô
í|îï
õö
et ì íÚ÷ªø par :
ì íÚ÷ªø
ð ñ òó
ô
í|îï
ó
ô
íÚ÷ªø
ù
õö
Celles correspondant a` l’effort tangentiel en B sont obtenues par superposition de celles obtenues
en A et de celles qui re´sultent de l’effort tangentiel
ômúûü
ó
ô
íÚ÷ªø avec une zone de collage ì qui
de´pend de
ômúûü
. Soit au total :
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avec : c qui s’exprime en fonction de
ô
par :
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Entre la phase ﬀ et ﬁ , les contraintes pour l’effort s’obtiennent par superposition de celles corres-
pondant a`
ô
í|îï et celles de
ô
ó
ô
í|îï et sont donne´es par :
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ou` c est donne´ en fonction de
ô
par :
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ö
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Figure 4.8: Chargement adopt ·e en fretting-fatigue en cas de glisse-
ment partiel
" Glissement total. Pour certaines valeurs de #%$'&)(+*-,/.0 , il est observe´ expe´rimentalement un glisse-
ment total qui induit une usure forte et un de´tachement de particules. Les courbes repre´sentant l’ef-
fort tangentiel en fonction de la contrainte ('#21/0 ont une forme de paralle´logramme avec un palier
horizontal qui correspond au glissement total. L’effort tangentiel varie donc line´airement en fonc-
tion de (3#2140 avec un coefficient de proportionnalite´ 5 (la meˆme qu’en glissement partiel). Lorsque
la contrainte (3#2140 atteint les valeurs critiques (+68739:(*<;>=@?BAC5EDF$ ou (6HG@9:(*<,H.JIKAC5EDF$ , il
y a glissement total et l’effort tangentiel est sature´ a` LMDF$ suivant le sens du glissement.
La figure 4.6 montre les points simule´s correspondants aux valeurs de l’effort normal $ et du
maximum de la contrainte ( *<,/. repre´sente´s dans le tableau 4.4.
$#%NO0 (*<,H.P#%QR$JST0
80 500
80 700
Tableau 4.4: Points simul ·es en r·egime en glissement total
On ve´rifie que pour ces donne´es, les contraintes tangentielles sont de type montre´es sur la figure
4.9. Le de´calage U de la zone de collage due a` la contrainte ('#21/0 n’est pas tre`s important ( U est
de l’ordre de VWXACS ). On adoptera comme dans le cas pre´ce´dent des contraintes tangentielles de
Mindlin.
Le cycle des contraintes tangentielles dues a` l’e´volution de l’effort tangentiel en fonction de la
contrainte volumique de fatigue ('#21/0 est repre´sente´ sur la figure 4.9.
Partant de la valeur I3DF$ (configuration A), l’effort tangentiel varie donc line´airement en fonction
de ('#21/0 . Les contraintes tangentielles valent :
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Figure 4.9: Chargement adopt ·e en fretting-fatigue en cas de glisse-
ment total
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Quand celle-ci atteint la valeur z+{}| , il y a glissement total et l’effort tangentiel reste bloque´ a` la
valeur
dFu
, le chargement se de´place d’une valeur ~ dans le sens de l’effort pre´ce´dent jusqu’a` la
configuration E ou` la contrainte z
_2/a
atteint son maximum z+-/ .
Puis a` partir de la configuration E, z
_24a
commence a` diminuer et l’effort tangentiel diminue pro-
portionnellement et les contraintes tangentielles re´sultantes valent dans cette phase :
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 est donne´ par :

 'ŁF
O

FQuand '2/ atteint en diminuant la valeur ) dans la configuration G, l’effort tangentiel atteint la
valeur

F
. Il y a glissement total et de´placement du chargement d’une distance  dans le sens de
l’effort tangentiel jusqu’a` retrouver la position initiale H (qui est la meˆme que A) de´crivant ainsi
un cycle entier.
L’amplitude de de´placement est prise e´gale a` 

 .
4.3.4 Simulation nume´rique et pre´diction des endommagements
Le calcul est effectue´ en de´formations planes avec un maillage de quelques milliers e´le´ments. La
zone du contact est maille´e d’une fac¸on plus fine avec une taille de maille de l’ordre de a/10 soit ici e´gale
a` 6
+
- 8
+
(de l’ordre de la taille du grain).
Le comportement du mate´riau est suppose´ e´lastoplastique a` e´crouissage cine´matique line´aire avec
les caracte´ristiques donne´es dans le tableau 4.1. Les limites de fatigue sont quant a` elles reporte´es dans
la table 4.2.
Analyse nume´rique du cas du collage - glissement partiel
Les parame`tres de chargement utilise´s sont ceux du tableau 4.3. Ils conduisent tous a` un e´tat stabilise´
adapte´ et donc vers un e´tat de de´formation plastique fixe. Ceci ge´ne`re bien suˆr des contraintes re´siduelles
qui se rajoutent aux contraintes purement e´lastiques influenc¸ans du meˆme coup le comportement a` la
fatigue. Le maximum des de´formations plastiques est localise´ en bordure de contact du coˆte´ en traction
sous l’effet de l’effort tangentiel ( 

 ).
L’e´tat stabilise´ e´tant e´lastique, le crite`re de fatigue multiaxiale de Dang Van est utilise´ pour pre´dire
l’amorc¸age des fissures pour ces diffe´rents cas de chargements. Comme pour la de´formation plastique,
le point le plus critique (susceptible de se fissurer en premier) se trouve en bordure de contact du coˆte´ en
traction sous l’effet de l’effort tangentiel. Ceci coı¨ncide bien avec les observations expe´rimentales. Les
trajets de cisaillement me´soscopique-pression hydrostatique pour ce point sont repre´sente´s sur la figure
4.14. Celle-ci montre, pour les re´gimes dits mixtes, la concordance des pre´dictions nume´riques avec les
observations expe´rimentales. De meˆme, les calculs donnent pour les re´gime de collage des trajets %!
qui ne conduisent a` aucun endommagement, comme l’ont montre´ les expertises faites apre`s ces essais.
A titre d’illustration, on s’inte´resse au cas du chargement donne´ par les parame`tres

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§

 . Les isovaleurs de la de´formation plastique e´quivalente stabilise´e sont repre´sente´es sur la figure
4.10. Le niveau d’endommagement de fatigue donne´ par la quantite´ ¨
ª©¬«y­P®+¯±°
¤³²´
®¶µ
°P·
´
®¶µ
¯
sont montre´s
sur la figure 4.11.
Analyse nume´rique du cas du glissement total
Les parame`tres de chargement utilise´s sont ceux du tableau 4.4. Ils conduisent tous a` un e´tat stabilise´
accommode´, c’esta`-dire a` un cycle ferme´e de de´formation plastique. Ceci ge´ne`re de la fatigue plastique
en surface qui conduit a` de l’enle`vement de matie`re. Il apparaıˆt donc que l’usure, qui est le type d’endom-
magement obtenu en glissement total, est associe´e a` un processus de plastification cyclique du mate´riau
dans la zone de contact. Cette conclusion rejoint celle des travaux de Johnson et Kapoor [19] et Kim
et Ludema [29] qui soulignent que le me´canisme d’usure est duˆ a` la plasticite´ cyclique au niveau de la
surface. L’usure par fatigue se fait par de´tachement de matie`re en forme de fines plaquettes connu sous
le nom de de´lamination (Suh [32]). Ce me´canisme a e´te´ longtemps e´tudie´ en terme de fissures paralle`les
a` la surface par l’application de la me´canique line´aire de la rupture [11, 16, 31]. Mais il est connu que
l’usure se produit avec un frottement important, ce qui ge´ne`re des de´formations plastiques et un e´crouis-
sage du mate´riau a` la surface. Ceci est confirme´ par les coupes faites en dessous des zones use´es mettant
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en e´vidence un fort couchage de fibres. Ce qui conforte la the`se que l’usure est plus un phe´nome`ne induit
par la plasticite´ cyclique et non par un me´canisme de fissuration fragile. Les expe´riences de glissement
d’un pion sur disque avec diffe´rents conditions de chargements et diffe´rents mate´riaux, re´alise´es par Kim
et Ludema [29] montrent une bonne corre´lation entre le nombre de cycles a` l’usure (se´ve`re) de fatigue
et les proprie´te´s mesure´es de fatigue oligocyclique (parame`tres de la loi de Manson-Coffin). Rappelons
aussi que Muller [30] a e´bauche´, sur cette ide´e, la construction d’un mode`le quantitatif d’usure fonde´e
sur les de´formations plastiques et taux de rochet calcule´es.
A titre d’illustration, on s’inte´resse au cas du chargement donne´ par les parame`tres ¸R¹ŁÇC»¼:½}¿PÀ
Á-Â/Ã
¹
È
»»Å¸JÆ . Les isovaleurs de la de´formation plastique e´quivalente a` l’instant du cycle stabilise´ ou` l’ef-
fort tangentiel est nul (position F pour le cycle de chargement en glissement total dans la section 4.9)
sont repre´sente´es sur la figure 4.12. Elles sont non nulles sur une zone de la dimension du contact et at-
teignent des valeurs de l’ordre de º}»ÉËÊ . Elles sont donc plus importantes qu’en glissement partiel ou` elles
sont de l’ordre de º}»ÉËÌ (figure 4.10). Les niveaux d’endommagement de fatigue donne´s par la quantite´
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sont montre´s sur la figure 4.11. Le cycle contrainte-de´formation a` l’e´tat stabilise´
est non line´aire en certains points (figure 4.13).
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4.4 Conclusion et perspectives
Un des inte´reˆts de cette e´tude the´orique, venant s’associer a` un programme expe´rimental, est de mon-
trer que la fissuration par fretting-fatigue rele`ve d’un proble`me classique de fatigue ; sa pre´diction se fait
par un crite`re classique de fatigue polycyclique multiaxiale, identifie´ sur les essais usuels inde´pendam-
ment de la structure e´tudie´e.
Ainsi, une interpre´tation comple`te de la carte de fretting-fatigue a e´te´ effectue´e graˆce a` une mode´li-
sation nume´rique qui allie le calcul cyclique directe et les crite`res de fatigue. La pre´diction de l’endom-
magement est quantitative en fatigue a` grand nombre de cycles, avec un bon accord avec les re´sultats
expe´rimentaux sur les valeurs limites des parame`tres de chargement et les sites d’amorc¸age. Elle est
essentiellement qualitative en ce qui concerne les faibles nombre de cycles et l’usure. Ne´anmoins, les
calculs effectue´s dans le domaine de l’accommodation sont un pre´cieux indicateur sur le me´canisme
d’usure dans ce re´gime. L’usure par fatigue est lie´e a` la plasticite´ cyclique ou au rochet. Elle se ferait
par de´tachement de matie`re en fines plaquettes suite a` la rupture par fatigue oligocyclique, comme le
montrent certains re´sultats expe´rimentaux.
Les suites de ce travail pour une mode´lisation quantitative comple`te de la carte de fretting porteront
sur les lois d’endommagement en re´gime d’accommodation et de rochet, a` savoir les lois de fatigue
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le diagramme de Dang Van
oligocyclique multiaxiale ainsi que les lois d’usure par fatigue oligocyclique. Ces deux points sont de´ja`
aborde´s au LMS, graˆce aux travaux de Muller (approche expe´rimentale et the´orique de l’usure [30]),
de Dragon-Louiset (mode`le the´orique de l’usure [8]) et de Charkaluk-Constantinescu (fatigue thermique
[2]). D’autres approches e´nerge´tiques de l’usure sont disponibles dans (Fouvry [9]).
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Conclusion ge´ne´rale
”Conc¸ue pour la pre´diction la mode´lisation doit reveˆtir une forme mathe´matique, pour laquelle on
recherche la simplicite´ maximale compatible avec une repre´sentation convenable des phe´nome`nes ob-
serve´s” 1.
Cette recherche permettant, au travers d’une optimisation globale allant de la loi de comportement au
crite`re de dommage en passant par les strate´gies de re´solution des proble`mes, d’aboutir a` des solutions
utilisables par les inge´nieurs pre´occupe´s par la tenue de leurs structures sous chargement variable, consti-
tue notre objectif. Ainsi, les me´thodes stationnaires ont pendant longtemps e´te´ les seuls outils permettant
pratiquement le suivi de l’e´volution de l’e´tat thermome´canique des structures ane´lastiques soumises a`
des chargements mobiles jusqu’a` l’e´tat stabilise´. Leur efficacite´ a e´te´ accrue par l’association a` d’autres
techniques telles que la de´composition en se´ries de Fourier ou les e´quations inte´grales. D’autres me´-
thodes alternatives pour des sollicitations (ou des structures) pe´riodiques plus ge´ne´rales, sont en cours
de de´veloppement. Ces strate´gies nume´riques de de´termination d’e´tat thermome´canique sont associe´es,
tre`s souvent de manie`re de´couple´e, a` des mode`les de pre´diction de de´gradations. Nous nous sommes
plus particulie`rement inte´resse´s aux crite`res de fatigue polycyclique macro-me´so que nous cherchons a`
e´tendre aux domaines thermome´canique et de l’endurance limite´e. Ce dernier point, ainsi que celui du
traitement des chargements variables demeurent d’une grande importance pratique et qui sont encore
sans re´ponse satisfaisante.
1. J. Salenc¸on. Me´canique des milieux continus, Tome I, Les e´ditions de l’E´cole polytechnique, (2000).
